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m 1.1. Frage

Wie laRdt sich ein mechanisches Problem mit Hilfa M@athematicamodellieren?

m 1.2. Antwort

m 1.2.1. Das Prinzip vom kleinsten Zwang nach C. F.&l3

m 1.2.1.1. In Worten

Das Prinzip vom kleinsten Zwangach C. F. Gaul3 [1829Gaul}] besagt, dal3 der Energé&z einer jeden
Dynamik in Physik und Chemie stets minimal ist.

m 1.2.1.2. Herleitbarkeit

Dieses Integralprinzip ist einfach verbal zu besitten, aber nicht letztlich zwingend herleitbar. eseinigt
jedenfalls das Prinzip von Le Chatelier, das Fesofe Prinzip und das Hamilton-Jacobische Integredijpr
recht anschaulich und konsistent.

m 1.2.1.3. Beschreibbarkeit

Mathematisch lat sich ein derartiges Integralpimzit Hilfe der Variationsrechnung angehen. Dagdbnis
der Variationsrechnung sind dynamische Gleichungia,unter Bericksichtigung des Integralprinzips di
gesuchte Dynamik beschreiben. Die Losung dieseci&lagen kann analytisch oder numerisch erfolgen.

= 1.2.1.4. Motivation zur Verwendung von Integralprirzipien

Ist die Theorie der Dynamik konsistent aufgebaub, lsann aus Kraftbilanzen (Mechanik) oder
Leistungsbilanzen auf eine allgemeinere dynamigileechung geschlossen werden.
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Die Variationsrechnung erleichtert und systematisidann das korrekte Aufstellen von dynamischen
Bewegungsgleichungen. Eine Beschrankung auf "reiathanische Probleme ist dabei eher kinstlich, aber
moglich.

"Mechanik" im ursprunglich Newtonschen Sinne héinamik" oder "Bewegungsbeschreibung".

m 1.2.2. Mathematische Beschreibung

m 1.2.2.1. Leistung(sdichte) als verallgemeinerte Ergiedichte

Um die Variationsrechnung durchfiihren zu kénnenfR rhier die Energiebilanz als Integral Gber die vier
Koordinaten der Physik (drei Raumkoordinaten unak eZeitkoordinate) interpretiert werden. Ein Intdgr
Uber die Zeit ist immer zu verwenden, wenn dielizaié Dynamik gesucht wird.

Die entsprechendi&nergiedichte'wird folgendermal3en beschrieben:

ffff.[l[x, y, z tldtdzdydx = E = Minimum. (1.1)

Es handelt sich also auch bei Fehlen der raumlitiitegrale um eine Leistungsbilanz unter dem Zgigral.

Die Leistungsdichte ist bei der Unabhéangigkeit deer Koordianten voneinander durch partielle
Differentiationen der Energie nach den vier Kooatiém gegeben:

d*E  hee O°E

i il yt = -
Ly 2= royazat - axayazat

(1.2)

In der Mechanik kann aus einer Kraftbilanz durchltiglikation mit der Geschwindigkeig[x, Yy, z, t] eine
Leistungsbilanz erzeugt werden. Dies gilt auch R&ibungskrafte. Wird die bei der Reibung entstebend
Abwarme in der Leistungsbilanz bericksichtigt, sst idie Thermodynamik beteiligt. Es ist bei
feldphysikalischen Fragestellungen darauf zu aclia nicht Terme der AK[X, Y, z, t] usw. entstehen. Eine
saubere begriffliche und formale Trennung von Kamaten und Feldvariablen (in diesen Koordinateh) is
essentiell.

Das System ist mathematisch vollstandig beschrielvennn Feldvariablen durch Gleichungen beschrieben
werden.

Die Aussage, der Energieumsatz sei stets (einécheitAngabe!) minimal, fihrt zu der Aussage, dad d
Variation Uber die Leistungs(dichte)bilanz gleiddr deistungs(dichte)bilanz der Steuerkrafte dedeBys ist.
Existieren keine Steuerkrafte, so ist die Variatianl.

Mit diesem Ansatz lassen sich zumindest viele li@edynamische Gleichungen verstehen. Eine eveatuell
Verfeinerung dieser Aussagen ist moglich.
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m 1.2.2.2. Theoretischer Spezialfall der Systeme ohheistung

Speziell in der "Klassischen Mechanik" wird gern# Wernachléssigung der Reibung etc. gerechnetsdie
Dynamik wird vor allem durch das Hamilton-Jacobiesdintegralprinzip beschrieben, das Pninzip vom
kleinsten Zwangach Gaul? enthalten ist:

Um nun Uberhaupt eine Leistungsbilanz zu erhaltdie, nicht Null wird, wird bei Hamiltonschen
Potentialsystemen anstelle der zeitlichen Ableiturfd).2) der Energiebilanz ein entsprechender
Differenzenquotient in der Zeit verwendet, wahreiad Zeitintegral in (1.1) erhalten bleibt.

AuRRerdem ist es eine verbreitete Konvention, zut Zedie GesamtenergiE[t] auf die potentielle Energie
E[t;] = V zu setzen, wahrend zur Z&itnur die kinetische EnergEe[t,] = T vorhanden sei.

Fur die Variationsrechnung genlgt darum hier dash&uodensein von nur zwei Energiebilanzen zu zwei
verschiedenen Zeiten. Ergibt die Losung der dynameis Gleichung, dal3 die potentielle Energie ensZait
t, = oo Null wird, so sollte ein Rechenweg gesucht werdiem,dieses Problem umgeht.

Das Ergebnis dieser Uberlegungen findet sich (omih Zeil ganz anderen Herleitungen) unter dem Stichw
Hamilton-Jacobisches Variationsprinzip der Literatur (zum Beispiel [1954Bau], V, §Bkite 42-46):

th—1 -1t

t2 _ t2 !
f Elo] —Blt] , 1 f (T - V) dt = Minimum (1.3)
t f

Historisch ist in den Literaturformeln (so [1954Ba8eite 44) ein Vernachlassigen des zeitlichenngenin
(1.3) nachweisbar, der an dem Ergebnis der Vansterhnung nichts andert, solange Steuerkréafterieblas
Zeitintegral Uber die Energiebilanz tragt dabei Bafitsch den NametWirkung", wobei Gbersehen wird, dafld
die Energie selbst bereits elmtegral der Bewegungist und deshalb ebenfalls als Wirkung der Dynamik
verstanden werden kanfWirkung" wird auf Englisch auch mit(power) effect"wiedergegeben, was auf
Deutsch wiederurfiLeistung"heien darf.

Wer meint, das Hamilton-Jacobische Variationsppn&rstanden zu haben, der erweitere es auf Systhene
etwas leisten, damit die Varianten zum Prinzip \b@insten Zwang diskutiert werden kdnnen.

m 1.2.2.3. Ostrogradskische Gleichung

Um die Variationsableitung physikalischer Problekoerekt durchzufiihren, bendtigt man folgende Formel
firl<i<NmitieN:

—d ”1 g\ g\ SF
5Q| ZZZZ (EE) (ﬁ) oM [y v 7 4] (1.4)

m=0 n=0 n3=0 ny=0

Sie steht in Andeutung bei Smirnov ([1988Smi], @Gieing (36) und (37), Seite 183) und heil3t
Ostrogradskische Gleichun@as FunktionaF hangt hier von entsprechenden Feldvariabjemb, wobei der
Zahlindex1 < i < N die Moglichkeit zulaft, daRl verschiedene Feldvariablen vorkommen.
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Die unendlichen Reihen in (1.4) brechen in allegé&tgeweils ab, entsprechend#athematicaModule zur
Berechnung von Funktionalableitungen wurden beggftdlgreich von Herrn Professor Dr. Gerd Baumann i
Rahmen seiner VorlesungMathematicain der Theoretischen Physik" (WS1995-SS1996 Usitétr Ulm)
vorgestellt.

Zum Verstandnis der Ostrogradskischen Gleichurg) (&t eine Ubungsaufgabe notwendig, die den Ubeyga
von Funktionalen mit und ohne Giiltigkeit des Sclasahen Satzesdy{, f[x, X] = dyx f[x, y]) beleuchtet:
Es tritt hier nie ein Polynomialkoeffizient auf.

Die Ostrogradskische Gleichung (1.4) fuhrt in déydtk von einer erfolgreich aufgestellten Leisturigsz
F - L£in N Feldvariablen aul verschiedene konsistente dynamische Gleichungen.

m 1.2.3. Ausblick

Mit Hilfe des Prinzips vom kleinsten Zwarng der nun vorgestellten erweiterungsfahigen Weisenen sehr
viele dynamische Systeme der Physik und Technilsiktent und leistungsorientiert beschrieben werden.

Das Aufstellen von dynamischen Gleichungen kann Hiilite von Mathematicaautomatisiert werden. Bei
Diskrepanzen zwischen der hier vorgestellten Tlkeonnd anderen Herleitungen von dynamischen
Gleichungen ist die Lokalisierung und Beseitigurg Behler anzustreben. Auf diese Weise ist eiregales
Zusammenarbeiten selbst in einem nicht immer safarthschaubaren Bereich der Mathematischen Physik
moglich.

Das Aufstellen einer Kraft- oder Leistungsbilantz @ch fir einen Techniker ohne groRe mathematische
Vorkenntnisse zumutbar. Die Additivitat von Leisgem oder Kraften kann genutzt werden.
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