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Zusammenfassung

Das zentrale Kapitel der iiber 500 Seiten starken Originalabhandlung [1814Lapl] findet sich
im 2. Buch, Kapitel 3, so dass von dessen Beginn eine Ubersetzung fiir alle Interessierten
erstellt und kommentiert wird. Das Futur wird hier auf das im Deutschen iibliche Présens
gesetzt, so wie es die Riickiibersetzung aus einer hebriischen Ubersetzung erwarten liefe.
Der Leser soll auch mit der Ubersetzung einen echten Eindruck vom urspriinglichen Text
erhalten. Zu Zitatzwecken werden deshalb die originalen Seitenzahlen im fortlaufenden Text
beriicksichtigt, hier am néchsten Satzende platziert. Die Anmerkungen in den Fufinoten
dienen zur nachtraglichen Erlduterung des mathematischen Inhaltes.
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3 Die Gesetze der Wahrscheinlichkeit,
die aus der unendlichen Wiederholung
von Ereignissen folgen.

16. In dem Mafle, wie sich die Ereignisse vervielfiltigen, entwickelt sich ihre jeweilige Wahr-
scheinlichkeit mehr und mehr: Thre durchschnittlichen Ergebnisse sowie ihr Gewinn oder
ihr Verlust, der von ihnen abhéngt, streben nach Grenzwerten, denen sie sich mit stets
zunehmender Wahrscheinlichkeit annéhern. Die Bestimmung dieser Anndherung und dieser
Grenzwerte ist einer der interessantesten und feinsten Teile der Zufallsanalyse.

Betrachten wir zuerst, wie sich die Wahrscheinlichkeit von zwei einfachen Ereignissen
entwickelt, von denen jeweils eines bei jedem Wurf eintreffen muss, wenn man die Anzahl der
Wiirfe vervielfaltigt. Es ist offenkundig, dass dasjenige Ereignis, dessen Moglichkeit grofier
ist, wahrscheinlich hadufiger eintreten muss in einer vorgegebenen Anzahl von Wiirfen; und
man sollte natiirlich meinen, dass jedes dieser Ereignisse proportional zu seiner Moglichkeit
eintritt, wenn man die Wiirfe in sehr grofler Anzahl wiederholt, was man dann durch die
Erfahrung belegen kann. Wir beweisen diesen wichtigen Lehrsatz analytisch.
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Wir haben unter Nr. 6 gesehen, dass wenn p und 1—p die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten
der beiden Ereignisse a und b sind, die Wahrscheinlichkeit von z + 2’ Wiirfen, dass das
Ereignis a z-mal und das Ereignis b 2’-mal eintreffen wird, gleich ist:

1.2.3...$.1.2.3..,x/'pm'(l—P)m; (1)

dies ist der (z' 4+ 1)-te Summand des Binomes [p + (1 — p)]*+*". Betrachten wir nun den

grofiten dieser Summanden, den wir als k bezeichnen. Der vorhergehende Summand sei

k-p _al Llep =z
T=p 701 und der nachfolgende Summand k 74T
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Damit k der groflere Summand ist, ist es zwingend erforderlich, dazu gleichzeitig anzuset-

zenl:

P <x—i—1> r
1—p x! x+1’

(2)
daraus kann leicht gefolgert werden, dass man mit = + 2’ = n erhilt?:
r<(n+l)-p>(n+1) -p-—1; (3)

daher ist x die grofite ganze Zahl, die in (n + 1) - p enthalten ist; was folglich ergibt?:

r=(n+1)-p—s, (4)
woraus folgt:
T+ s +1—s P T+ s
b= b n+1 1-p 2'+1-s’ (5)

s soll kleiner sein als Eins. Wenn z und 2’ riesige Zahlen sind, so wird man in extrem guter
Naherung erhalten: » .

Tp = ©
das heifit, dass die Exponenten von p und von 1 — p im grofleren Ausdruck des Binoms
einander stark angenéhert sind im Verhéltnis der Haufigkeiten; so dass die wahrscheinlichste
Kombination (die bei einer riesigen Anzahl n von Wiirfen eintreten kann) von allen diejenige
ist, derzufolge jedes Ereignis proportional zu seiner Wahrscheinlichkeit auftritt.

Der [-te Ausdruck nach dem grofiten lautet:

1.2.3.---7m

z—1 '+l
. 1-— . 7
1-2-3-(@-0)-1-2-3.-- @+ 7 (1-p) (7)
Gemifl der Nr. 32 im ersten Buch gilt*:
1

"heutige Schreibweise: %4 < 5 < ol

heutige Schreibweise: (n+1) -p — 1 <z < (n+1) - p
3Der Erwartungswert = n - ﬁ = n - p wird hier ganzzahlig gerundet.
4Laplace niihert e* ~ 1 + x, konsequenter ist nach [1910Mel], Gleichung (120), Seite 335:

InT(n+1) = —-Cn — 5= f%—Hoo T ((2)dy = —Cn + Yo iressy (D(=2)T(2) C(2) n*) =

271 J3—joco sin(mz)
—Cn+ (nln(n)—n+Cn) + (3 m27n)) + (&) + ... = (n+3) In(n) —n+ 3 @27+ 53— +...,
sodassfolgt: 1 -2 -3 n=nl=Th+1) =+27rn (2)" e o= i e 27 elmE )

2



woraus folgt?:
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! = (x—l)l_m_% - {1—1 - usw}
1-2-3---(x—1) NoX: 12 - (z—1) oy

, ' +1
i R0 (P S
1-2-3--- (241 V2r 12 - (' 4+1)

Wir entwickeln nun den Term (x — l)l_x_%. Sein hyperbolischer Logarithmus lautet:

(l—m—;) . [logw%—log(l—i)} ;

o <1l> R S R P
& x) x 22 323 4zt v

nun aber gilt:

9)

(10)

(11)

(12)

wir vernachldssigen die Menge der Ordnung %, und wir nehmen an, dass I die Ordnung n

l4

gar nicht iibertrifft; dadurch kann man die Terme der Ordnung *5 vernachléssigen, weil x

3
und 2’ der Ordnung n angehéren. Also erhilt man:

(10 1) oo s (1 )

(P P R
= —x——| - logx _— - = —;
2) % 2z 2z 6a®
welches beim Einsetzen der Logarithmen auf die Zahlen die folgende Formel ergibt®:

(m—l)l*%% = cl*% gl 14— — —— -
2¢ 6z2)°

man erhilt gleichermafen”:

Y RSV § 12 /1 l l3
) l—a'—5 _ g | —l-a' =% . )
(.’E + ) c 2 T 20/ + 6 12

(13)

(15)

Durch das, was vorausgeht, namlich p = 5 ergibt sich, dass s kleiner als Eins ist; indem

n+1’

R

man also p = “= setzt, liegt 2 zwischen den Grenzen - +7 und —Z—f{, und ist folglich kleiner

als Eins, vom Vorzeichen abgesehen. Der Wert von p ergibt 1 —p = %;
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Sheutige Korrekturen:
ey = @t et (et )

3
l i
l

12 1 L
el=2z . gl=z—3 . (3,(2“c 6w2)

Sheutige Korrektur: (z —1)'™""
Theutige Korrektur: (2’ + 1)~

8w




also erhilt man durch die vorhergehende Untersuchung®:

-1 1z’ 41
el (ol T ' nz-l\
P = e (1 ) (16)

woraus folgt?:
1.2-3---7
1-2-3---(x=0)-1-2-3---(2+1)
n 2
\/ﬁ-cfzzlz’ 1+nzl+l(:n’—x)_ 3 N I3 ‘
VT NV2za! x ! 2z 622 627
Man erhélt den Term, der dem grofieren vorausgeht, und dieser ist davon um den Abstand

l entfernt, dann setzt man [ in dieser Gleichung negativ; anschlieBend addiert man diese
beiden Terme, ihre Summe betrigt!:

2 - f _ nlzl

. prl (1 _p)x’+l

(17)

C 2zx | 18
NCRverr (18)
Wihlt man den darin enthaltenen Fall [ = 0, so driickt das abschlieBende Integrall!:
2 - ni?
Z vn T (19)

VT NV2x !

folglich die Summe aller Terme des Binoms'? [p+ (1 — p)]" aus und liegt zwischen den
beiden Termen, deren einer'® p*t! als Faktor hat, withrend der andere den Faktor p®~'
besitzt, und die folglich beide glelch weit entfernt vom groéSten Term!'“ sind; doch muss
man von dieser Summe den gréBten Term abzichen, der in ihr folglich zweimall®
ist.

Um dieses endliche Integral zu erhalten, betrachten wir jetzt, geméf3 Nr. 10 im ersten

Buch, y als eine Funktion von ! mit!6:

1 dy\~ dy) 1 dy
-=—- (%) -3 1dy 2
29 = Tay (dl) <dl HETR TS (20)

, x—1 (a4l
8heutige Schreibweise fiir 22 ~ 0 ergibt: p*~! - (1 —p)* ! ~ ”n# (14 2-=1)
9heutige Korrektur:

enthalten

o , e (532520
1-2-3 -4.(z;l)‘.l.:.27l43...(m/+l) : pmil : (]- —P)‘T + ~ \/ﬁ/726ﬂ_ Jjgj (1 + T; Zz,l) - € wew 6@ 6@
Oheutige Korrektur mit lim,, oo ﬁ lim,, 0 m = lim,, 00 m = 0 ergibt:
limy oo =L e T [(1- By o TR 4 (14 nzl) o] 2 g
11 : T x \/5-6727»11.1-21’ n—z=a' \/ﬁ.e*{l;i/ _ - B
heutige Korrektur: limy, oo [> ;. e+ Y Y| = 2. 50-0=2-1=2

12Es gilt fiir alle n: [p+ (1 —p)]" =1"=1.

Bkorrekt: (1 —p)Z'“, Symmetrie gilt nur fiir p = % mitr=n-p=%=n-(1-p) =2z .
Laplace geht hier irrig von einer Summe aus, die im Grenziibergang n — oo von [ = 0 bis oo laufe und bemerkt
seinen Fehler nicht, weil er die Leibniz—Notation nur andeutet. Durch die Spiegelung am Erwartungswert mit
anschliefender Addition erzwingt er eine Symmetrie, die sonst vor allem fiir den Grenzwert Null besteht.

4Das Maximum wird hier im Grenziibergang n — oo zu Null.

15Nicht nur der groBte Term, die gesamte Summe ist verdoppelt.

_ -1
heutige Korrektur: Y '~ "~ y(l) # (diy%)l = (%) -1 (—i’) + L W + usw.
o _

]

Q.
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woher man durch die selbe Nummer ableiten kann!”

1 1 dy
Zy—/ydl— §y+ﬁa+usw + Konstante. (21)
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2\/ﬁ nl2

Indem man y hier gleichsetzt mit!'® TR ¢ 22+, nehmen die nachfolgenden Diffe-

rentiale von y den Faktor 2’;2, und seine Fahigkeiten an; also vorausgesetzt, dass [ nicht

grofer sein kann als die Ordnung +/n, ist dieser Faktor von der Ordnung ﬁ, und folglich

verringern sich seine Differentiale immer mehr, geteilt durch die zugehorigen Potenzen von
dl; indem man demnach die Terme der Ordnung % vernachléssigt, so wie man es schon im
Vorausgehenden getan hat, erhilt man'®:

11
— [ydl— Zy+ Y 29
oy /y SVt Y (22)

indem man mit [ die beiden bestimmten und unendlich kleinen Integrale beginnt und mit
Y den groBten Term des Binoms bezeichnet?.

Die Summe aller Terme des Binoms?! [p + (1 — p)]", die zwischen den beiden gleich
weit zum groften Term der Zahl [ entfernten Terme enthalten sind, gleichgesetzt mit??

Sy — %Y, ergibt?3:
1
/ydl — 5 (23)

und wenn man die Summe dieser beiden duBersten Terme?? hier hinzu addiert, so erhilt
man als Summe aller dieser Terme?®:

1
/ydl + 5. (24)

Wenn man setzt:
t =

Lvn
2z’ (25)

so ergibt diese Summe?S:

i

5% faret R rr AL (26)

ITHier fithrt Laplace vor, dass er das Leibniz Kalkﬁl der Differentialrechnung nicht verinnerlicht hat. Heutige
Korrektur: > '~ " v=a' = [Toy)dl £ 4 — 14 LA usw.
\/ﬁ e Q”I’I
V2rza
Yheutige Korrektur: >~ “ =" y(l) — [*_ y()dl =1
20heutige Korrektur: das bestimmte und unendlich kleine Integral bestimmt
21Es gilt fiir alle n: 1" = e M) = 0 =1,
#heutige Korrektur: Y ;' " =" 0(0)
Z3heutige Korrektur: [ (l) di
24Diese sind so gut wie Null.
Fheutige Korrektur: [*_ y(l)dl

Bheutige Korrektur.

*heutige Korrektur: [ et \(}i = f e G




Vorausgesetzt, dass die Terme, die man hiervon?” vernachlissigt hat, der Ordnung % an-

gehoren, so wird dieser Ausdruck um so viel genauer?®, wie n erhoht wird: Er gilt streng,
wenn 7n unendlich ist?. Durch die vorausgehende Analyse sollte es einfach sein, die Terme
der Ordnung % und hoéherer Ordnungen zu beriicksichtigen.
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27das heift, von der vorausgehenden Summe
28heutige Korrektur: Die Norm 1 wird unabhingig von n streng erfiillt.
29Fiir n — oo gilt hier: oo - 0 = 1.



