Kapitel 1

Beschreibung von Diffusion

m 1.1. Beschreibung von normaler Diffusion

m 1.1.1. Vorgehensweise

Historisch gibt es verschiedene Arten, Diffusion keschreiben. Im folgenden sollen nur einige davon
vorgestellt werden, damit eine ndhere Auswahl dfeinowerden kann, bevor die anomale Diffusion
beschrieben wird.

m 1.1.2. Ficksche Diffusion

m 1.1.2.1. Die Fickschen Gesetze

Zusatzlich zur Kontinuitatsgleichung
Oplx t] +0xj[x t]=0 (1.1)

mit der Dichtep[x, t] und der Stromdichtg[X, t] in den Koordinaterx undt benétigt man eine sogenannte
konstitutive oder wesentliche Gleichung, die eimgiteren Zusammenhang zwischen Stromdichte undt®ich
herstellt.

Nach Fick ergibt das erste Ficksche Gesetz (vgbtfi¥996], Gl. (6.2), S. 74) folgende Beziehung:
X t] = =2 dxplx 1] (1.2)

Der im ersten Fickschen Gesetz (1.2) enthaltenigdiinskoeffizienf ist eine Materialgrof3e, die sich mit den
Abmessungen des Versuchsaufbaus raumlich und emhisbhen Veranderungen desselben sogar auchtzeitlic
verandern kann. Diese Effekte sollen nicht den ®chunkt dieser Arbeit darstellen, wodurch im folden
der Diffusionsparameter fast Uberall eine echte Materialkonstante in @d Hdeit ist.
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Durch Einsetzen des ersten Fickschen Gesetzes ifl.@)e Kontinuitdtsgleichung (1.1) folgt das zweeit
Ficksche Gesetz, das bereits als Diffusionsgleighgilt, hier noch um eine beliebige Steuergrife, t]
erganzt:

OplX t] = A dxxplX t] = 8[x, 1]. (1.3)

Wenn aulRere Einflisse fehlen (Steuergréfe t] = 0), so besitzt auch die Kontinuitatsgleichung (Ivgder
Quellen noch Senken, so daf? das Raumintegral ib&ichte p[x, t] eine zeitliche ErhaltungsgréfRe darstellt.
Ublicherweise wird aus diesem Grund die Dichteén @heorie normiert. Die Gleichung (1.3) tauchthairo
Zusammenhang mit der Fourierschen Theorie der Waitmeg auf, wobei dann die Dichte durch die
Temperatui ersetzt wird.

m 1.1.2.2. Propagator der Fickschen Diffusion

Der Propagator der Fickschen Diffusionsgleichungré@hnung siehe Kapitel 3 dieser Arbeit) ergibt dems
Anfangswertproblem einer Diracschen Delta-Funk{[@ir1927], 82, S. 624-627):

Ex —X—Z]
x t] = | ——221 . 1.4
pIx t] [m] (1.4)

Die Fourier-Faltung der tatsachlichen Anfangsvang mit dem Propagator ergibt die allgemeine Lgsder
homogenen Teilgleichung von Gleichung (1.3).

m 1.1.2.3. Normalverteilung und Einstein-Relation

Der Propagator der Fickschen Diffusionsgleichung éme GaufRsche Glockenkurve, die auch in der
statistischen Theorie eine besondere Bedeutungzbégicz1961], Abschnitt 2.3.5., S. 94-97). Sié¢ 1809
allgemein von GauR mit der sogenannten Variefiz der mittleren Summe der Streuquadrate, angegeben
worden und heil3t daridormalverteilung[BrS1987], Abschnitt 5.1.2.2.2, S. 664):

x5
fix] = | ——22° 1|, 1.5
[x] [ Nerees (1.5

Aus den Gleichungen (1.4) und (1.5) ergibt siclchufoeffizientenvergleich sofort die Varianz desksichen
Diffusionspropagators, namliet? = 21 t, was als Einstein-Relation bezeichnet wird.

Allgemein wird die Varianz aus den ersten drei Matea einer Verteilung berechnet (siehe Anhang Aetie
Arbeit).
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m 1.1.3. Normale Diffusion nach Cattaneo

Im Jahre 1948 vertffentlichte C. Cattaneo in RomeeSchrift [Cat1948], in der eine molekularkinetisc
begriindete Diffusionsgleichung vorgestellt wirce thlgendermallen lautet ([Cat1948], Gl. (22), 9: 94

atp[xi t] +Tattp[xl t] _Aaxxp[xi t] = S[X, t] . (16)

Hier taucht noch eine spezifische Zeiauf, die die Endlichkeit der charakteristischerséwvindigkeitv bei
der Diffusion berlcksichtigt. Dieser Zusammenhamgl Wwei Cattaneo angedeutet ([Cat1948], Gl. (23948
und bei T. F. Nonnenmacher ([Non1980], Text nactieb (4), S. 363) explizit wiederholt:

A=V, (1.7)

Ein Zusammenhang zur Boltzmannschen Sto3dynamikd wir diesen Arbeiten hergestellt, wobei
proportional zur endlichen Zeit zwischen zwei Stoi&e.

Wird ein Grenziibergang — 0 so gebildet, daR der Diffusionskoeffizientlabei konstant bleibt, so wird die
charakteristische Geschwindigkeit unendlich gro3, und die Ficksche Diffusionsgleidpu(1.3) ist
zurtickgewonnen.

Die Gleichung von Cattaneo ist vom hyperbolische Tind recht schwierig zu l6sen. Nicht einmal die
vollstandigen Momente der Propagatoren sind inLiteratur ([dJag1980], [CM1997], [MN1998]) zu finde
Die Varianz des statischen (mit Anfangsgeschwineiigklull) Losungspropagators wird hier ohne Hedeg
mit

02 =2A(t-1)+2ATExp[—-t/7] (1.8)

angegeben (Berechnungsverfahren: siehe KapitdDi2s bedeutet nach dem Varianztheorem (1.14), d@af d
Losung des statischen Cattaneo-Propagators alseF&aitung zweier Funktionen gegeben ist. Die ®faxi
beginnt fir kleine Zeiten mit der Varianz (1.19nes Wellengleichung, die im Rahmen dieser Arbed al
Wellenvarianz bezeichnet wird:? = -i— t2, und geht fiir groRe Zeitén>> 7 in eine zeitverschobene Ficksche
Diffusionsvarianzr? = 2 t tiber.
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Ein Vergleich der als Wellenvariana? = %tz beginnenden Cattaneo-Varianz (1.8) mit der Uubtiche
Wellenvarianz (1.19) liefert eine Deutung der chk#astischen Geschwindigkeit des Diffusionspararset
(1.7) als Wellenausbreitungsgeschwindigkeit

Die Cattaneo-Gleichung unterscheidet sich in mattischer Hinsicht nicht von der sogenannten
Telegraphengleichung ([HT1956], §204, GIn. (8) (8 S. 480), die in der Elektrodynamik zur Besdtuag
einer gedampften elektromagnetischen Welle hetgeleierden kann. Die Phdnomegedampfte Welleind
Diffusion sind aber méglicherweise doch nicht dasselbe. Asisech Grunde kann auch noch nach weiteren
Modellen zur Diffusion gesucht werden.

m 1.1.4. Normale Diffusion nach dem Diffusionsprinzip

m 1.1.4.1. Verbale Formulierung des Diffusionsprinzip

Analog zum Huyghensschen Prinzip der Wellenausgit([BeS1945]J, 8§76, S. 362-369) aus dem Jahre
1678 laft sich auch ein Diffusionsprinzip beschenitdas wie folgt lauten kénnte:

Jeder Punkt einer Materieverteilung ist Ausganggpuginer neuen elementaren Materieumverteilung. Die
elementare Materieumverteilung erfolgt so, dal3 der Verflgung stehende Raum ausgenutzt wird. Die
Uberlagerung aller neuen elementaren Materieumvlerigen ergibt die neue Materieverteilung.

Der wesentliche Unterschied zum Prinzip der Wellsbaeitung besteht darin, dal3 keine Einhlllende der
neuen Elementarprozesse vorkommt.
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m 1.1.4.2. Superponierbarkeit

Beim Diffusionsprinzip und beim Huyghensschen Rprder Wellenausbreitung ist gleich, daf? die Sejmara
der Dynamik in elementare Einzelprozesse mdoglithdie ihrerseits sehr einfach sind. Die global&u3ion
wird demnach durch eine lokale Konflusion (1.9}.(&nfluere: zusammenflieRen) beschrieben.

Zur mathematischen Beschreibung superponierbareerléigerungsfahiger) Ph&anomene dienen lineare
Gleichungen ([St61998], 7.1.1.7, S. 201). Die Sppeterbarkeit diffusiver Prozesse wird im folgendds
gegeben angesetzt, weshalb auch nur noch lineaieh@hgen diskutiert werden. Auch die GleichungkB)
und (1.6) sind linear und lassen deshalb die zlid#zBeriicksichtigung von Steuergréf3en zu. Inlderatur
tauchen auch nichtlineare DiffusionsgleichungenBz[HD1998]) auf, die im Rahmen dieser Arbeit rich
weiterverfolgt werden.

= 1.1.4.3. Differenzengleichung

Das angegebene Diffusionsprinzip 141t sich am eh#fen als lineare Differenzengleichung in einezigien
Raumdimension modellieren, die auf radialsymmetgsEragestellungen verallgemeinert werden kann. Mit
der Dichteverteilungp[x, t] ergibt dieser Ansatz mit einer zum Erhalt der [atschen Einheiten
eingefuhrten charakteristischen Geschwindigkeiind der Zeitdifferenzat folgende Gleichung flr einen
elementaren Prozel3:

pIX— VAL, t - At] . p[X+ VAL, t — At]
2 2

= p[x t]. (1.9)

Bei der Diffusion erfolgt die Bewegung eines Eing#thens fast immer im Zick-Zack-Kurs, so dal3 die
maximale Geschwindigkeit der Diffusion im Rahmeasdis Modells durch die globale Schallgeschwindigkei
v (Wellenausbreitungsgeschwindigkeit) des Systergelgen ist: Beide Effekte (Diffusion und Welle) siald
durch EinzelstoRe bedingt verstehbar.

Will man den atomaren Charakter der Materie betpsenmufd beriicksichtigt werden, dald zwischen zwei
EinzelstdRen tatsachlich endlich viel Zeit, namlialh > O, vergeht. Fir derartige Betrachtungen und auch fir
Computer-Simulationen stellt die Gleichung (1.9)nesi mdglichen Zugang zur Beschreibung von
Diffusionsvorgangen dar, der freilich verfeinertrden kann.
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m 1.1.4.4. Losung der Differenzengleichung

Die angegebene Differenzengleichung (1.9) besitite eim Sinne des Abtasttheorems aus der
Nachrichtentechnik ([Mar1986], Kap. 6, S. 127-18i)deutige Losung fir ein Anfangswertproblem, ddts m
einer normierten Gesamtverteilung et 0 zur Zeitt = 0 beginnt:

t t
1 1 ( % 101 (ap)!
oI, t] = — = Shal LY S — 1.10

2vAl zﬁ[;m] (s 27 0

Die Verifikation der Binomialverteilung (1.10) al$isung der Diffusionsgleichung (1.9) ist durch ederare
Rechnung moglich. Die Normierungskonstante wurdieadem mitrlAt festgelegt.

Die Varianz der symmetrischen Binomialverteilungl@ ist bekannt, wenn die Koeffizienten nicht gewet

sind: 0-2[2‘” ( ]] = %. Die Verwendung der Substitution—» 2v Atk bei der Varianzberechnung der

n

n
k=3
normierten Binomialverteilung (1.10) ergibt

1 t
02 = —— (2VAt® —— = AtVPt = 2At, (1.11)
2VAt 4 At

wobei die letztgenannte Identitat mit = 2 in der Beziehung (1.7) folgt.
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= 1.1.4.5. Ubergang zu einer Differentialgleichung

Wird die Differenzengleichung (1.9) so interpretietalAt die Variable einer Taylor-Entwicklung sein soll
(die Losungsfunktion sei also stetig und differenzar), so ergibt die Taylor-Entwickung dieser
Differenzengleichung folgende Differentialgleichumit Fehlerordnun@[At?]:
At V2 At
Orplx, t] - > Ot p[X, t] = > OxxplXx, t] = gx, t]. (1.12)

Es handelt sich um eine elliptische Modifikationr deattaneo-Gleichung (1.6), wobei das Aussehen des
Diffusionskoeffizienten (1.7) miat = 2t bestétigt wird. Auch die modifizierte Cattaneo4Gtheing (1.12) 1aR
sich nur schwer l6sen. Hier bereitet bereits dieridreberechnung des statischen L&sungspropagators
ernsthafte Schwierigkeiten.

m 1.1.5. Weiteres Vorgehen

m 1.1.5.1. Grenziubergang zur Fickschen Diffusionsgigiung

Der Grenzibergang — 0 bei Erhalt des Diffusionskoeffizientenin Gleichung (1.7) Uberfuhrt die Cattaneo-
Gleichung (1.6) in die Ficksche Diffusionsgleichuidg3). Dasselbe Ergebnis erhalt man beim Grengaiper
At -» 0, wenn die Ausbreitungsgeschwindigkeitin der modifizierten Cattaneo-Gleichung (1.12) rsach
Unendlich geht, dal3 der Diffusionsparamatgemar Gleichung (1.7) konstant bleibt.

Aus der Losung (1.10) wird durch diesen Grenzubeygter Propagator (1.4) der Fickschen Diffusion:
2]

A T [ Expl- 7] ] (1.13)
2VAL2% 2vaty[5 & Varat )

In diesem Zusammenhang dankt der Verfasser Hewfe$dor Dr. P. Chvosta (Prag) fir eine ausfuhrliche
Diskussion Uber den simultanen Grenziibergang (1.13)

PIx, t] =
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m 1.1.5.2. Hypothese zur Varianz

Die Varianz (1.11) der Binomialverteilung (1.10} tfeich der Varianz des Fickschen Diffusionspraiacs
(1.4), namlicho? = At V2t = 2At.

Damit besitzt die normale Diffusion unabhéangig \ader Frage nach der Endlichkeit oder Unendlichkeit d
charakteristischen Wellenausbreitungsgeschwindigkeine einheitliche Variana?, die proportional mit der
Mel3zeitt wachst. In den Arbeiten A. Einsteins, der die krddeit von Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten
fur wesentlich hielt, liegt also kein innerer Widpruch, da die Einstein-Relation (1.11) nicht niir den
Fickschen Diffusionspropagator zutrifft, sonderrctadur die diskrete Binomialverteilung. Ein Proptmga
beginnt zur Zeitt -» 0 als Diracsche Delta-Funktiof{x], deren Varianz Null ist. Die Varianz macht keine
Aussage Uber die genaue Form einer Verteilungsfumkt

Es liegt die Hypothese nahe, dalR die elliptischaifit@tion der Cattaneo-Gleichung (1.12) gegenitber
parabolischen Fickschen Diffusionsgleichung (1@rader Differenzengleichung der Binomialverteill(@od)
keine grundlegend verschiedene Varianz besitzt. hNaer Einstein-Relation beschreiben alle drei
Gleichungstypen diaormale Diffusionim Rahmen eines entsprechenden Modells. Die hgfieche Cattaneo-
Gleichung (1.6) besitzt asymptotisch fir grol3eefeibenfalls die Varianz der normalen Diffusion.

Die Benennung von partiellen linearen Differenti@ichungen zweiter Ordnung nach Kegelschnitten hénrig
der Charakteristiken-Methode ([HT1956], §146, S2-286) zusammen, die im Rahmen dieser Arbeit keine
Anwendung finden soll.
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m 1.2. Klassifikation von Diffusion

m 1.2.1. Vergleich von Mel3werten mit Theoriepropagaten

m 1.2.1.1. Problem

Ein Theoriepropagator beginnt stets mit einer Bicaen Delta-Funktion als Anfangswertproblem. Dieses
Anfangswertproblem ist allerdings bei keinem eirnidexperiment streng realisierbar.

Vielmehr ergibt sich die allgemeine L&ésung einertipien linearen Differentialgleichung (zumindefsir
konstante Koeffizienten) als Fourier-Faltung destabdéngigen Propagators mit der zeitunabhéngigen
Anfangsverteilung.

Diese Uberlegungen stellen zunéchst einmal diesiikation diffusiver Prozesse iiber die Einsteirefien
in Frage, da nicht der Propagator selbst, sonderreime Fourier-Faltung mit diesem Propagator geeres
wird.

Ein direkter Vergleich zwischen MefRwerten und tledech berechneten Propagatoren ist deshalb nicht
einfach.

m 1.2.1.2. Varianztheorem

In diesem Zusammenhang ist das Varianztheorem )(¥d4 besonderer Bedeutung (Beweis siehe Anhang A
dieser Arbeit), das einen universellen Vergleich Tdeoriepropagatoren linearer Gleichungen mit Mafamn
ermdglicht. Es beschreibt die Varianz einer FodFaitung als Summe der Varianzen der
Faltungskomponenten:

o?[f[x]+gIxX]] = o? f fIx—ylalyldy| = o?[f[x]] + o?[gIX]] . (1.14)

Das Uber eine lineare Gleichung beschriebene Systedrdurch eine Fourier-Faltung aus dem zeitablfimg
Propagatom[x, t] und der zeitunabhéngigen Anfangsverteildig, tg] beschrieben. Die Fourier-Faltung mit
einer Diracschen Delta-Funktion (siehe Kapitel@sdr Arbeit) ergibt stets die andere gefaltete fomk

f Slx—ylglyldy = gix] (1.15)

[e]
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Mit den beiden Einsichten (1.14) und (1.15) folgi binem entsprechenden Varianzabgleich von MeRdii&e
Varianz des Propagators:

a?[fX, tol = pIX, t —to]] — o?[ F[X, to] = 6[X]] = ?[p[X, t —tol] . (1.16)

Der Vergleich von Theorie und Messung ist also (@heNarianz recht einfach.

m 1.2.1.3. Bedeutung des Varianztheorems

Die Varianz von MeRwerten lalt sich immer errechnBie Varianz einer Theoriefunktion ist dann
errechenbar, wenn die Funktionswerte des Raumaiterab einer klar definierbaren Stelle auRerhads d
Melbereichs auf Null gesetzt werden kdnnen.

Eine Theoriefunktion beschreibt MeRwerte besondienrsn recht gut, wenn aufBerhalb des Melfensters der
numerische Wert der Theoriefunktion praktisch Nstll Die Momentenintegrale und auch die Varianzrigim
dann meist noch problemlos mit unendlichen Integesdzen errechnet werden.

Das Varianztheorem (1.14) ist ein universeller Zugaum die Dynamik komplexer (komplizierter) linear
Systeme mit entsprechenden MeRwerten vergleichetbanen. Besonders die Falsifikation einer Thetste
Uber den Varianzabgleich (1.16) mdglich.

Auf diese Weise konnen viele verschiedene Theosigmell und sicher mit realen MeRwerten verglichen
werden.

m 1.2.2. Klassifikation von Transportprozessen uber i@ Varianz

m 1.2.2.1. Bestatigung der Einstein-Relation

Im Falle der normalen Diffusion flihrt der Variangddich (1.16) auf eine Bestatigung der EinsteinaReh
auch fir Messungen, die nicht mit der Varianz Noéginnen. Die Frage nach der Endlichkeit der
charakteristischen Geschwindigkeitnuf3 hierbei nicht ausdiskutiert werden!

Fir diese Arbeit genlgt es also, die Variantenkickschen Diffusionsgleichung (1.3) so zu modediierdal
sie zum einen mdoglichst einfach geldst werden korumed zum anderen einer erweiterten Einstein-Relati
genugen, die aucdmnomale Diffusiorbeschreibt.

Diese Varianten sind vor allem in Form vofraktionalen Differentialgleichungengegeben. lhre
Lésungspropagatoren sind oft neoxsche H-Funktioneffsiehe Kapitel 2 dieser Arbeit), die analytiscldun
numerisch recht angenehm sind.
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m 1.2.2.2. Varianz des statischen Wellenpropagators
Die Wellengleichung
At pIX, 1] — V2 ByxplX, t] =0 (1.17)

besitzt ebenfalls eine zeitabhangige Varianz ddseshen Propagators:

O[X—=vi] +d[x+ V]
olx, t] = ( . ) . (1.18)
Das gemittelte Streuquadrat nimmt anschaulich enit Quadrat der Zeit zu:
o2 =212, (1.19)

m 1.2.2.3. Klassifikationsschema diffusiver Prozesse

Normale Diffusion zeichnet sich- unabhéangig von der Gestalt der Anfangsbedingungenvon der Existenz
einer maximalen Ausbreitungsgeschwindigkeit — durch eine Proportionalitit der statischen
Propagatorvariana? zur MeRzeit aus (Einstein-Relation).

Ein allgemein diffusiver Prozeld zeichnet sich duedtie streng monoton wachsende Varianz des statisch
Propagators aus, wobei das Wachstum durch ein Rygsetz in der Zeit beschrieben wird ([WGMN1997],
AbschnittV, S. 103-104; [ZSKN1999], AbschnlttS. 1292):

R (1.20)
Die Potenax der Diffusionsvarianz (1.20) ermdglicht folgendsgsifikation, die fortan gelte:
O<a <1  anomal langsame Diffusion (Subdiffusion),
a=1 normale Diffusion (Einstein-Relation),
l<a@ <2  anomal schnelle Diffusion (Superdiffusion),
=2 ballistischer Transport (Wellenausbreitung),

a>2 turbulenter Transport.
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Zur Ermittlung der Potenzv wird der Varianzabgleich doppelt logarithmisch &erade aufgetragen, also
Ao? = o[t] - o2[to] Ubert — to. Derartige doppelt logarithmische Schaubilder sind allem dann Ursache
fur Trugschlisse, wenn der Varianzabgleich (1.&6)tf Die Steigungr der sich ergebenden Gerade entspricht
bei unverzerrter Darstellung der Potenzont®.

Alle Prozesse, deren Propagatorvarianzen nicheim&m zeitlichen Potenzgesetz bescheibbar sind radeer
einmal streng monoton wachsen, sind nicht als slifs Prozesse zu betrachten. Dazu gehort etwa die
Autoverteilung in Ulm oder die Verteilung von Ameisin und um einen Ameisenhaufen herum.

m 1.2.3. Weitere Aspekte der Diffusionsbeschreibung

= 1.2.3.1. Umgang mit Drift in der Dynamik

Es ist umstritten, ob bei der Beschreibung von WBifin auch eine zeitliche Veradnderung des
Erwartungswertes der Verteilungsfunktion zulassig Sicher ist, daR? derartige Uberlegungen zumneiare
der Varianz nichts verandern und zum anderen eawalsymmetrische Verallgemeinerung von einer
Raumdimension auf mehrere Raumdimensionen verhinder diese Verallgemeinerung bei Anwesenheit von
Drift zu Quellen oder Senken des transportiertertekil@s fuhrt und somit der urspringlich angesetzte
Kontinuitatsgleichung (1.1) widerspricht.

Die Diskussion von Drifttermen, wie sie besondars Rahmen der Fokker-Planck-Gleichungen beliebt ist
([Ris1984], Abschnitt 1.2.1, S. 4-5; [vKam1984], ,K&X.3, S. 291-293), ist daher nicht der Schwerpuiek
hier vorgelegten Arbeit.

Vielmehr wird im Rahmen dieser Arbeit d&chwerpunktsatals gegeben angesetzt und ist auch fur das
Experiment anzustreben. Drift kann mit Sicherhéé& Borm einer Verteilungsfunktion zeitlich verénder
wahrend die Varianz davon unabhéngig sein sollte.

Um also zwei verschiedene Theorien mit jeweils idehem Varianzverhalten anhand von MeRwerten
vergleichen zu konnen, ist das Fehlen einer Driitfche Verédnderung des Erwartungswerts) beim
Versuchsaufbau anhand der MeR3werte nachzuweiseor, eime der beiden Theorien bevorzugt werden kann.

m 1.2.3.2. Verallgemeinerung auf mehrere Raumdimensien

Anschaulich kann nach Rayleigh ([Fel1971], AbsdhinitO(e), S. 32-33) eine isotrope (richtungsunaigige)
Dynamik auf eine einzige Raumdimension abgebildeten.
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Das élteste Beispiel fur eine derartige Beschrabwtammt von L. Euler bei der Diskussion der
dreidimensionalen Wellengleichung im Vergleich ohétr eindimensionalen ([HT1956], GIn.(26)-(30), 214
und S. 465).

Der zugehdrige Laplace-Operator verwandelt sicdi@gsem Fall gemal der Transformatigfr, t] = %,
wobei f [r] das entsprechende Abstandsgesetz angibt, imdealiéugelwelle alsd [r] = V4xr2:
9*PIr, 1] ( 1 &Il t]))
. 1.21
or2 < flr] or2 ( )

Auf diese Weise werden anschaulich aus radialsynsobén linearen Gleichungen mit komplizierten
analytischen Koeffizienten einfache lineare Gleiwen in nur einer Raumdimension.

Bei zwei Raumdimensionen oder bei den Abstandsgaseater Diffusion ist der Eulersche Trick (1.21¢hti
Ublich, da aus der deduktiven Mathematik andereilRes (z. B. [Metz1996], GI. (6.4), S. 74) folgete den
Ubergang in eine eindimensionale Gleichung verhimde

Das spezifische Abstandsgesetz bei der Dynamikiaef Kugeloberflache ergibt etwa
T
flr=2xR |sif =], (1.22)

wobei r den Bogenabstand auf der Kugeloberflache ufidden Radius der Kugel beschreibt. Der
entsprechende Laplace-Operator fur Welle oder Biiffu ist auf unabh&ngigem Wege bislang nicht herig|
worden.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen einer Wetld der Diffusion besteht in mehreren Dimensionetinga
dalR bei der Diffusion das Raumintegral Uber diehfgiceine ErhaltungsgrofRe (oft die Gesamtmasse) ist,
wahrend bei der Welle das Raumintegral Uber dasd@ualer Wellenlésung eine ErhaltungsgrofRe (in der
Regel die Gesamtenergie) ist. Dieser Unterschiktcof der eindimensionalen Betrachtung nicht auf.

Um den Rahmen dieser Arbeit nicht vollig zu sprengeerden im weiteren Verlauf hauptsachlich noch
Diskussionen in einer einzigen Raumdimension gefigie sich zumindest mit Hilfe des Eulerschen Rsic
(1.21) auf radialsymmetrische Probleme Ubertragssen.

Die Kombination des Abstandsgesetzes (1.22) mit Beferschen Trick (1.21) kann im Rahmen eines @&gen
hypothetischen Modells diskutiert werden, wahrendease Verallgemeinerungen des Laplace-Operators im
Rahmen anderer Modelle auch andere Losungen hesitze
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m 1.3. Beschreibung anomaler Diffusion

m 1.3.1. Die Formel von Wei, Bechinger und Leiderer

Wei Q.-H., C. Bechinger und P. Leiderer geben neritArbeit [WBL2000] eine Normalverteilung mit eine
Varianz an, die anomale Diffusion beschreibt. Di¢seeilung lautet ((WBL2000], GI. (2), S. 627):

p[— 4Ft"]
,t] = . 1.23
plx, t] = [ TP (1.23)

In der genannten Arbeit werden auch weitere Qudlierdiese Verteilung zitiert, ohne daf3 eine dyrsimé
Gleichung zugrunde gelegt wird. Es handelt sichméér um einen rein heuristischen Ansatz, mit ders d
Phanomemnomale Diffusiorzumindest beziglich der Varianz korrekt beschrelsigd.

Die Autoren dieser Arbeit waren so freundlich, ilMeRdaten zur weiteren Auswertung im Rahmen dieser
Arbeit zur Verfligung zu stellen.

m 1.3.2. Zeit-fraktionale Diffusionsgleichungen

Schneider und Wyss geben in ihrer Arbeit [SWy198@F modifizierte Ficksche Diffusionsgleichung die
den Riemannschen Integral-Operator verwendet uald amomale Diffusion beschreibt.

Der Riemannsche Integral-Operator interpoliert dierschiedenen Ordnungen von Integration und
Differentiation. Er ist sinnvoll definiert fir alleomplexen Differentiationsordnunggh Im Programmpaket
FractionalCalculusist gleich der Riemann-Liouvillesche Different@is-Operator angegeben ([SKM1993],
Gl. (2.32), S. 37), der fia = 0 zum Riemannschen Integral-Operator der Integratimnung- g wird:

DETIX] =

(dx [ln- ﬁ]f(x y)Ft 4y,
(1.24)

_{[Re[ﬁ]]+1 Rdpl1 =0,
B 0 RepB] <0.

Der Riemann-Liouville-Operator stellt in rein intager Darstellung Re[B] < 0) bei a=0 eine Laplace-
Faltung mit einer Potenz-Funktion dar. Die physgcile Motivation des Riemann-Liouville-Operatorgdwi
immer wieder diskutiert. Ein méglicher Zugang wina Abschnitt 3.1.1 dieser Arbeit angedeutet.
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Da die Laplace-Transformation einer linearen Glanthdie Anfangswertprobleme des Systems liefelt, €
allerhand analytische Ticken, um eine zeit-fralktlenGleichung mit konsistentem Anfangswertproblem
aufzustellen. Derartige Fragen wurden bereits ddiehArbeiten von Schneider und Wyss ([SWy1989], Gl
(1.1)-(1.5), S. 134), Glockle ([Gl61993], Abschr8tB, S. 28-33) und schlieBlich Wyss und Wyss [W@a]9
erfolgreich abgehandelt.

Die Erganzung der Gleichung von Schneider und Wysseine inhomogene Steuerkrafix, t] ergibt die
folgende Darstellungsweise der zeit-fraktionalefiudionsgleichung mid < g < 1

%, 1] = A DG L Lowdx, ] = 8lx, . (1.25)

Die integrierte Darstellung dieser Gleichung beltdtaalle Anfangswertprobleme und bereitet dannhauc
beziglich der Laplace-Transformation keinerlei Reote, hier wegerg > 0 (vgl. [SWy1989], Gl. (2.1), S.
135):

=1-[-B] on n 2
Mp[x,t-0] t _gr 0°p[X, t
> e ol

ox ot 5= Dot sk tl. (1.26)

In diesem Zusammenhang wurde ausgenutzt, daf} éemaRnsche Integraloperator eine Verallgemeinerung
des iterierten Cauchyschen Integrals ([Nonl1996]p.K2.2.2, S. 19) ist. Die Gauf3sche Treppenfunktion
([Wol1997], Kap. 3.2.2, S. 775) oder Gaulzklammenk&ion wird durch eckige Klammein], ohne fuhrendes
Symbol, gekennzeichnet.

Die beiden Darstellungen (1.25) und (1.26) der-zaktionalen Diffusionsgleichung interpolieren sahen der
Fickschen Diffusionsgleichung (1.3) und der Welleighung (1.17) in einer einzigen Raumdimensiore Di
Varianz des Propagators von Gleichung (1.26) emjin auch anschaulich ein zeitliches Potenzgesetz?
zur Beschreibung anomaler Diffusion, was im Rahmieser Arbeit noch néher (Kapitel 3) und anhand von
MeRbeispielen (Kapitel 4 und 5) ausgefuhrt wird.

m 1.3.3. Orts-fraktionale Diffusionsgleichungen

West et al. verwenden in ihrer Arbeit [WGMN1997] ndesymmetrischen Riesz-Operator, um eine
gebrochenzahlige Ableitungsordnung anstelle dedacepOperators der Fickschen Diffusionsgleichun@)(1
zu diskutieren. Es ergeben sich Lésungsfunktiongn_évy-Asymptotik, die ebenfalls anomale Diffusian
beschreiben scheinen.

Der Riesz-Operator wird im Abschnitt 2.3.2.6 die&dveit in seinem mathematischen Umfeld vorgestellt
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Das Problem bei Lévy-verteilten Resultaten ist, dh& damit theoretisch berechnete Varianz bei der
Verwendung unendlicher Integrationsgrenzen divetgiBiese Integrationsgrenzen der Momentenintegrale
mussen also mit den Abmesungen des Versuchsaulfzao®nisiert werden, um das Varianztheorem (1.14)
beim Vergleich von Theorie und Messung anwendekdnmen.

m 1.3.4. Orts- und zeit-fraktionale Diffusionsgleichumgen

Eine Kombination von orts- und zeit-fraktionalenffdsionsgleichungen kann aus didaktischen Griinden
erfolgen, um die analytische Rechnung nur einmatidaufiihren und ein mdglichst allgemeines Ergelnis
erzielen.

Beziglich der Klassifikation von diffusivem Verhait Uber die Varianz erscheint dieser Ansatz zuméchs
einmal Uberparametrisiert, was dazu dienen kanoh meeitere Untersuchungen zur Theorie anzuschlieRen
Das Verstandnis der inhomogen ergénzten GleichumgySchneider und Wyss (1.26) kann auf diese Weise
vertieft werden.

m 1.4. Zusammenfassung

Unabhangig davon, ob eine Diffusionsgleichung paliabh (1.3), elliptisch (1.12) oder diskret (1i8), ergibt
sich fur die Varianz des Propagators zumindesHyigothese von der Proportionalitat zur Zeit, alsonmle
Diffusion im Sinne der Einstein-Relation. Die hypelische Cattaneo-Gleichung (1.6) der Diffusionitaés
nur asymptotisch fur gro3e Zeiten die Varianz denmalen Diffusion.

Alle Diffusionsgleichungen sind lineare Gleichungesas aus dem Superpositionsprinzip folgt.

Zur Beurteilung diffusiver Prozesse dient in erdtisie die auf die Startvarianz abgeglichene Vazianihrem
zeitlichen Verhalten. Diese Art der Versuchsauswegt kann direkt mit der Varianz des theoretisch
hergeleiteten Propagators verglichen werden.

Diffusive Prozesse besitzen eine streng monoton dait Zeitt wachsende Varianz. Die Varianz des
Diffusionspropagators geniigt einem Potenzgeseteiiizeit.

Zur Modellierung anomaler Diffusion konnen am eafifsten fraktionalisierte Ficksche Diffusionsgleingan
dienen, um die es im weiteren Verlauf dieser Arbeltwerpunktmafig geht.



