Kapitel 2

Mathematische Methoden

m 2.1. Motivation

Eigentlich ist zu den Lésungsmethoden linearer dBleigen schon genug geschrieben worden (z. B.
[Metz1996], Abschnitt 3.5, S. 23-26). In diesem Kelpwird trotzdem die Verwendung von Fourier- und
Laplace-Technik zur Erzeugung von Propagatoren@Gnmegnschen Funktionen kurz angedeutet und erweitert

Der Hauptgrund fiir dieses Kapitel ist die Verdetiling der Verwendbarkeit der DiracscHaelta-Funktion

als funktionentheoretisch konsistente analytisctiekBon. AuRerdem soll gezeigt werden, wie mit ihirkife
auch kompliziertere lineare Differentialgleichung€auch fraktionale) eventuell gel6st werden kdnnen,
besonders im Hinblick auf die Momentenberechnung.

Die hier vorgestellten Ergebnisse bilden eine wiisbie theoretische Erweiterung, ohne die ein kstesites
Zustandekommen des ProgrammpalketsctionalCalculusnicht moglich gewesen ware. In der nun folgenden
Abhandlung sind die Grundlagen so dargestellt, @lafd/erstandnis des Programmpakets zwar hilfreabler
nicht notwendig ist, um inhaltlich folgen zu kdnnen

m 2.2. Die Diracsche Delta-Funktion

m 2.2.1. Singulare Integrale

Wenn ein bestimmtes Integral bei einer gewisserarReterwahl divergiert, so hat es durchaus Sinn, die
Lésungsgesamtheit in einer moglichst geschlossEaen darzustellen.

Zur Darstellung dieser eventuell singularen Integgebnisse eignet sich unter anderem auch diecfihe
Delta-Funktion. Ihr wird trotzdem heute noch vonnctzen Mathematikern mit Mif3trauen begegnet, da der
Ubergang in die Singularitat unstetig erfolgt.
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m 2.2.2. Die Fourier-Transformation der Eins

m 2.2.2.1. Eigenschaften der Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation einer Konstante laRh siaf diejenige der Eins zuriickflihren. Das Fourisggral
selbst lautet im Zusammenhang dieser Arbeit und d@i MathematicaVersion 3.0 (Es gibt auch
Abweichungen davon in anderen Arbeiten hinsichtligs Vorfaktors und Vorzeichens, zum Beispiel bei
Mathematica4.0):

00

FXIFIK] :=f Expl+ik x| f[X]dX. (2.1)

Fir symmetrische Funktionen mif[-x] = f[x] kann die Fourier-Transformation in die Cosinus-
Transformation Uberflihrt werden:

ck 0
FLLfIx]] :=f Codk x] f[x]dX. (2.2)
0

Weitere Eigenschaften der Fourier-Transformaticgiad im Anhang B dieser Arbeit aufgelistet.

m 2.2.2.2. Verwendung des Mittelwertsatzes

Die Fourier-Transformation der Eins fiihrt von Ghaiog (2.1) auf das Doppelte von Gleichung (2.2)bevo
nun ein parametrisiertes Integral zu l6sen ist:

K ck oo o) k=0,
7—')([1]=27—'X[1]=2f Cogk X dx = |
0

0 k+0. (2.3)

Die errechneten Ergebnisse sind Uber den Mittesa&rt([Rot1954], Il. §13.9, S. 86-87) gut zu veete da
bei k £ 0 eine Mittelung Uber unendlich viele Perioden desiBus-Funktion stattfindet. Das Integral Uber
endlich viele Cosinus-Perioden ergibt ohnehin Null.

Andere Zugange zum Integral (2.3) ergeben unbedgmirerme. Die Formulierung eines eindeutigen
Ergebnisses ist zwar mdglich, aber nicht durchgeladuaeptiert.
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m 2.2.2.3. Definition der Delta-Funktion nach Dirac

P. A. M. Dirac gibt nun eine Funktion an, die digdhschaften von Gleichung (2.3) besitzt und be¢liger
Fourier-Transformation die Eins zuruckliefern kamiese Delta-Funktion ist Uber folgende drei Annahm
definiert ([Dirl927], S. 625-626):

o[x]=0 x+0, (2.4)
fmclxé[x] =1, (2.5)
o[x] = o[ Ix]]. (2.6)

In der Originalarbeit von Dirac befindet sich eimubkfehler bei der Formulierung von Definition (B.Was
die Kritisierbarkeit seiner Arbeit leider verstarkt

Eine funktionentheoretisch konsistente Konsequerszden Definitionen (2.4) bis (2.6) ergibt eine kbexe
Phasey des Integrals in Abhé&ngigkeit von der Richtung detegrationswegs, die hier gleich in einer
moglichst allgemein verwertbaren Darstellung ertfolg

Btiel (Explig]
fo 6[x]clx_( > ) 2.7)

Es sei darauf hingewiesen, dal3 bereits Dirac imeseArbeit die Delta-Funktion mit komplexen Argurtem
diskutiert ([Dir1927], Gl. (1), S. 627); dieses Ehmis ist immer noch fundamental:

fmf[x]é[a—x]dx= fla]. (2.8)

m 2.2.2.4. Bestimmung des Vorfaktors der Fourier-Trasformation

Da die Delta-Funktion in der Lésungstheorie linea@eichungen eine grol3e Rolle spielt, besteht eine
sinnvolle Konvention der Mathematik darin, die HeuiTransformation der Delta-Funktion auf Eins etezen.

Mit der oben angefiihrten Definition der Fourier{isformation (2.1) ergibt sich zusammen mit Gleighun
(2.8) folgendes Ergebnis:

k 0o
FXS[X]] = 2%X[5[x]] =2 f Codk X 6[X]dx=1. (2.9)
0
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Die Fourier-Transformation der Eins ist also prajoral zur Diracschen Delta-Funktion. Die
Proportionalitatskonstante ergibt sich aus der rseme Fourier-Transformation unter Ausnutzung der
Selbstinversitét der Cosinus-Transformation miféon Gleichung (2.7):

(77_1)E[27T5[k]] = %;‘k[Zﬂ&[k]] = % fmCOS{k Xl o[kldk=1. (2.10)
0

Die Delta-Funktion schafft also Klarheit, wenn eguin geht, die Vorfaktoren der Fourier-Transforomain
gemal der Definition (2.1) festzulegen. Diese Kadrhist spatestens bei Einsatz von Computeralgebra
notwendig.

m 2.2.3. Die Mellin-Transformation der Eins

m 2.2.3.1. Ergebnis aus der Fourier-Transformation

Bereits Mellin weist auf eine enge Verwandtschafih Vourier- und Mellin-Transformation hin ([Mel1910
88, S. 324). Eine explizite Durchfilhrung der ergspenden Transformationen ergibt sich mit Hilfe der
Substitutionent -» —Log[x] und¢ -» iz

f[x = fle™] = 2—1ﬂfme-iftdgfmf[e—t]emdtz

_ foox“dgfmf[x]x“’{‘ldx= (2.11)
—o0 0

C 2ni

1 i 0o 00
= f x‘chzf fIX] X tdx.
2nmi —ico 0

Die Zwischenergebnisse dieser Transformationenlj2etgeben mit dem Residuum (2.10) und der Dedimiti
(2.6) die Mellin-Transformation der Eins, bei det®erechnung der Verfasser durch Herrn ProfessoMDr.
Wonneberger (Ulm) freundlicherweise unterstutztdeur

fooxz_lalX=27r6[§]=27r5[iz]=27r6[z]. (2.12)
0
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m 2.2.3.2. Mellin-Residuum der Delta-Funktion

Die inverse Mellin-Transformation des Resultatsl22.ergibt mit dem Integral (2.7) gemafl den Glengfan
(2.11):

1o
2mz£- o2 x dz_(g). (2.13)

00

Im Sinne der Mellin-Transformation ist somit sogatas Residuum der Delta-Funktion trotz
Richtungsabhangigkeit des Integrals (2.7) eindeltige Berechnung dies@éellin-Residuumsiber die sonst
fur stetig erreichbare Singularitéten geltendermiedn kann mi3lingen.

= 2.2.3.3. Unabhangige Bestatigung

Um Kkeine Inkonsistenzen zu etablieren, ist es $ehnend, ein neues Ergebnis auf verschiedene Arten
herzuleiten. Deshalb soll die Mellin-Transformatider Eins (2.12) nun auf unabhangigem Wege bestatig
werden. Das Integral selbst gilt als divergentdiie reellere.

Fur z# 1 ergibt die Mellin-Transformation der Eins in damtdgrationsintervalle® = x <1 und1 <X < oo
folgende beiden Funktionen, die ihrerseits anallgtiortsetzbar sind:

* z-1 ! z-1 * z-1 1 1
XTtdX= Xrd X+ Xrdx=——-—,
0 0 1 zZ Z

Regz] >0 und R¢z] < 0.

(2.14)

Das Wort tuind" im Ergebnis (2.14) verwirrt immer wieder, da &gr den naheliegenden Trugschluf3 néhrt, der
Realteil vonz mussegleichzeitig positiv und negativ sein, aber trotzdem geniigeadtlidh macht, daR
zunachst einmal zwei verschiedene Giltigkeitsbbegiteichzeitigauseinandergehalten werden missen, bevor
die jeweilige analytische Fortsetzung der Teilergede erfolgt. Das angegebene Integral bereitete de
Verfasser bereits im Rahmen seiner Diplomarbeitgaiigkeiten ([Sid1997], Abschnitte 3.1.4.3 und.8,3.
42-44 und 93-94), die aber nun sogar fur die Coeralgebra geldst sind.

Fur z=0 ergibt die Mellin-Transformation der Eins logantische Singularitéaten, die nicht Uber eine
analytische Fortsetzung von konvergenten Teiliratiegr zu beseitigen sind:

< dXx
f — =LogIX][§ = oo+ 00 = co. (2.15)
0
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Da die Mellin-Transformation nach der etabliertaimi&ionen- und Integraltheorie stets Giltigkeitsigre

fur polfreie Resultate liefert, ist immer eine amigche Fortsetzung im Mellin-Raum in die Polstelldes

Ergebnisses hinein erforderlich, damit die invekéellin-Transformation tber den Residuensatz mitfeHil
dieser Polstellen erfolgen kann (vgl. [Mel1910] ltigkeitsbereiche von GlI. (40), S. 316).

Bei der Implementation der Mellin-Transformationr fdie Computeralgebra fiel dem Verfasser diese
Eigenschaft der Mellin-Transformation sehr schiaeil, da die Polstellen fur die Residuenberechnomger
aul3erhalb des errechneten Gultigkeitsbereichs @dlimMI ransformierten lagen.

Als Merkregel ergibt sich generell, dal3 @éiltigkeitsbereiche im Mellin-Raufiir die Integralkonvergenz des
Mellin-Integrals zwar stimmen, aber ansonstgnoriert werden missérEs mag sein, da3 gerade diese
Eigenschaft der Mellin-Transformation so manchenthdmatiker davon abhdlt, sich ndher mit den
Moglichkeiten dieser Transformation auseinandeizese

m 2.2.3.4. Konsequenzen aus dem Satz von Mellin

Der Satz von Mellin benennt ein Paar aus Funktioth Mellin-Transformierter als reziproke Funktionamd
besagt ([Mel1910], S. 323):

"Von zwei reziproken Funktionen kann die eine ranrdidentisch
verschwinden, wenn auch die andere identisch lyiall ist."

In der Anwendung auf die soeben erfolgreich unterwndung aller Rechenregeln erhaltenen Ergebnisse
(2.12) und (2.13) ist der Satz von Mellin detistenzbeweis der Diracschen Delta-Funktion

Der Verfasser hélt den Satz von Mellin fur einem slehwerverstandlichsten und unbekanntesten Sé&re d
analytischen Mathematik. Zu seinem Verstandnis wiire Zusatzvorlesurigunktionentheorie Ilhotwendig.
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m 2.2.4. Die Momente der Delta-Funktion

m 2.2.4.1. Zusammenhang zwischen Mellin-Transformatiound Momenten

Die Momentenintegrale der Ordnung einer Verteilungsfunktionf[x] sind folgendermaf3en definiert
([BrS1987], Abschnitt 5.1.3, S. 667 oben):

XT=(<X)"> = (<X, f[x]> := fooxmf[x]dx. (2.16)

—00

Die Mellin-Transformation ist Uber folgendes IntelgifMel1910], 88, GI. (51), S. 319) gegeben:
MEFIX] :=f XL f[x]dx. (2.17)
0

Symmetrische Momente werden mit den Betragen™ statt mitx™ berechnet, wobei die Integrationsgrenzen
eine symmetrische Verteilungsfunktidrix] = f[ 1 x 1] voraussetzen. Es ergibt sich folgender Zusammenhan
zwischen den symmetrischen Momenteni x 1™ > und der Mellin-Transformation einer Funktion:

< ix1M>= < 1 xi" fluixi]> =

. (2.18)
=2 MM f[x]] = 2f XML f[x]dx.
0

m 2.2.4.2. Berechnung der Delta-Momente

Die symmetrischen Momente der Delta-Funktion ergehit den Gleichungen (2.18), (2.7) und (2.6):

1 m=0,

m _
<|X|,6[x]>_{0 M50

(2.19)

Allgemeiner formuliert ergibt die Mellin-Transforitian (2.17) der Delta-Funktion gemal} Beziehung)(2ife
recht eigenartige Funktion:

Oz—l
ME[S[X]] = (T) . (2.20)

Die Funktion (2.20) ist deshalb sehr eigenartigil @ie inverse Mellin-Transformation vo@ wieder auf die
singulare Delta-Funktion zurtckfihrt.
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m 2.2.4.3. Mdglichkeiten zur Erweiterung der Funktiorentheorie

Angesichts von Resultaten wie (2.20) kommt aucheefahrener Mathematiker an seine Grenzen. Dasalerm
Weiterrechnen mit den formal erhaltenen Formelib¢giets sinnvolle Ergebnisse, wobei selbst eim@ater
keine Inkonsistenzen dieser Moglichkeit findet.

Die Resultate (2.19) und (2.20) legen mit (2.18) &ehlul? nahe, den Funktionswert \@rfiir z= 0 unstetig auf
Eins zu definieren. Ein direkter Zugang Uber Grestevder Artz — 0 ist dann freilich nicht mdglich, wohl
aber eine Motivation Uber eine Analogie zur HauBddimension ([Nonl1996], Gl. (2.4), S. 37)
parametrisierter Grenzwerte:

0% := lim 6.

limé (2.21)

Das Eigenartige an deél*-Funktion ist, dal3 der Betrag der Funktion fiir a@leindeutig ist, wahrend die
komplexe Phase vor allem fir rein imaginzee 0 viele Uberraschungen bereithalt.

Bei der Abschatzung von Integralkonvergenz wird Bejebnistermen der Forrt deshalb fulRe[x] > 0 und
eventuell noch firx =0 und Re[z] > 0 eine Aussage gemacht. Bereits der Ba# 0 und z= 0 erzeugt
Auseinandersetzungen, die im jeweils diskutiertentiéxt des Resultats noch beendet werden kénnen.

Die Verwendung der Definition (2.21) als analytisdRunktion inz scheint etwa so uniblich zu sein wie die
Diskussion vonV =1 vor fiinfhundert Jahren. Es mag das Anliegen spatrbeiten sein, die ungeklarten
Fragen dieser Art aufzuarbeiten. Die analytischie\Raz der0*Funktion ist immerhin durch die Momente
der Delta-Funktion (2.19) aufgezeigt.
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m 2.3. Laplace- und Fourier-Transformation

m 2.3.1. Bekannte Zusammenhénge

m 2.3.1.1. Vorgehensweise

Bei der Laplace-Transformation ([BrS1987], Abschiit4.3.1, S. 634) fraktionaler Diffusionsgleicheng
sind der Differentiationssatz und der Faltungssatzreichend, um die integrierte Form der zeit-foaktlen
Differentialgleichung (1.26) in eine gewohnlichefBrentialgleichung in der Ortskoordinataumzuwandeln.

Die Integrationskonstanten, die bei Oldham/Spaffj@51974], Abschnitt 8.1, S. 133-136) im Zusammegha
mit fraktionalen Ableitungen angegeben werden,tbesikeinerlei physikalische Relevanz, wie die D&sion
der fraktionalen Anfangswertprobleme (Quellen si&apitel 1.3.2 dieser Arbeit) ergibt. Sie kdnnerinbe
ProgrammpakefractionalCalculuswahlweise tber die OptioBldhamSpanierConstants True zugeschaltet
werden, wenn die Laplace-Transformation ausgefiiinct.

Die anschlieBende Fourier-Transformation dieser égelichen Differentialgleichung gelingt, wenn alle
Anfangswertprobleme zunéchst einmal auf die Difaesbelta-Funktion gesetzt werden. Es ergibt sich im
einfachsten Fall (auch bei fraktionalen Diffusiolesthungen!) eine algebraische Gleichung, deremrse
Fourier- und inverse Laplace-Transformation auf@imdeutiges Fundamentalsystem aus Propagatorety fiih
das im Rahmen dieser Arbeit als dgéimierte Fundamentalsystdmzeichnet wird.

Die Gesamtlésung ergibt sich, indem jeweils einariés-Faltung mit den Anfangswertproblemen und den
entsprechenden Fundamental-Propagatoren durchtyefiithr

Andere Lo6sungstechniken linearer Differentialgleichen fihren zum Beispiel auf eirferobeniussche
Normalform([HT1956], Gl. (11c), S. 188) eines Fundamentdésys.
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= 2.3.1.2. Begriff Propagator

Ein Propagator ist Bestandteil des optimierten RBomehtalsystems einer partiellen linearen
Differentialgleichung. Das zugehdrige Anfangswestgem ist stets die Diracsche Delta-Funktion zuit Ze
t-> 0.

Bei der hier besprochenen Ldsungsstrategie ist dgtkoordinate anders zu behandeln als die
Raumkoordinaten, da das Anfangswertproblem die liéhenVerteilungf[x, t -» 0] beschreibt und nicht
was auch mathematisch moglich waredie zeitliche Entwicklung der Dynamik an einem gdmestimmten
Ort f[x - 0, t].

Die Fourier-Transformation einer Differentialgleiciy kann tber die partielle Integration verstandenden,
wenn die sogenanntenattrlichen Randbedingungemamlich das Verschwinden der Funktion und ihrer
Ableitungen im Unendlichen, erfillt sind. Bei Prgp#oren ist diese Forderung wegen des Starts b& als
Delta-Funktion als erfillt anzusehen.

m 2.3.1.3. Begriff Greensche Funktion

Im Gegensatz zu einem Propagator beschreibt eimenSche Funktion die standardisierte Losung einer
inhomogenen Differentialgleichung. Nach Hort/ThojtdT1956], 8107-108, S. 178-182) ist hierbei stite
Integration mehr auszufihren als bei homogenerckleigen.

Um die Grundfunktion zu ermitteln, die zu eineregptation mit der allgemeinen Inhomogenitat oder
SteuergroRed[x, t] verwendet wird, wird wieder die Diracsche Deltazktion, diesmal zeitabhangig,
verwendet.

Die ermittelte Greensche Funktion wird im einfaehstFall einer zeitlichen Laplace-Faltung und einer
raumlichen Fourier-Faltung unterzogen, um die afigime inhomogene LOsung der Ausgangsgleichung zu
erhalten.



Kapitel 2. Mathematische Methoden 41

m 2.3.2. Erweiterungen

m 2.3.2.1. Laplace-Transformation der Delta-Funktion

Die Diracsche Delta-Funktion besitzt aufgrund vdaei€hung (2.7) eine eindeutige Laplace-Transfortaier
p * -pt 1

Ll = | e Ptoltldt= (—) . (2.22)
0 2

Von diesem Ergebnis weichen viele Verodffentlichumgeb. Exemplarisch seien lediglich die Quellen
angegeben, die beMathematica 3.0 in einem Programmkommentar zum Pakelculus®DiracDelta
auftauchen: Bei Hoskins [Hos1979] oder Antosik, Mlaski und Sikorski [AMS1973] ergibt sich das
Ergebnis Eins.

m 2.3.2.2. Konsequenzen fur die Computeralgebra

Ein Mathematiker, der mit Bleistift und Papier raeh ist in der Lage, einen situativen Kontext Befta-
Funktion konsistent durchzuhalten. Ein Computetaigsystem dagegen muld bei derartigen Spezialiiten
Rechenfehlern fuhren. Aus diesem Grunde sind diéorlerungen an eine konsistent zu formulierende
Mathematik bei Verwendung von Computeralgebra jpieit hoher als beim traditionellen Rechnen mit
Bleistift und Papier.

Aufgrund des situativen Kontextes zur Laplace-Ti@mmsation der Delta-Funktion existiert derzeit kein
ausgereiftes Computeralgebrasystem, bei dem dietalBahktion konsistent oder widerspruchsfrei
implementiert ware. BeMathematicawar es immerhin moéglich, im Rahmen dieser Arbéike ekonsistente
Implementation der Delta-Funktion zu erreichen. Besultat hei3t nun aber nicBtiracDelta, was den
historischen Sachverhalt besser beschreiben wioelernSymmetricalDeltada dieser Funktionsname noch
nicht vergeben war.

In diesem Zusammenhang erweist sich vor allem efferies" Computeralgebrasystem als brauchbar, da de
Nutzer des Programms notfalls die notwendigen HKawuren am System selbst vornehmen muf3. Das
ProgrammpakeMathematicaist "halboffen”, was bedeutet, daR eventuelle Amagen von Funktionen unter
einem eigenen Namen zu implementieren sind.
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m 2.3.2.3. Laplace-Faltung mit Delta-Funktion

Die Laplace-Faltung mit einer Delta-Funktion ergibth Gleichung (2.7) die Hélfte der gefaltetenkfiom:

t t
fé[r] flt—7ldr= f(?[t—‘r] flrldt = (—fm) (2.23)
0 0 2

Nun ist es freilich nicht sehr praktisch, dieselktBa% beim Vergleich mit der Literatur standig im Auge z
behalten. Vielmehr ist es angemessen, bei Verwandler Laplace-Transformation die Funkti@v[t]
anstelle vons[t] mit der Inhomogenitat der Gleichung zu vertauscligia Laplace-Transformierte davon ist
dann Eins, und als Greensche Funktion resultieejedige Funktion, deren Laplace-Faltung mit der
Steuerfunktion die allgemeine Losung ergibt.

m 2.3.2.4. Orts- und zeitabhangige Steuerfunktionen

Bei orts- und zeitabhangigen Steuerfunktiongx, y, z, t] wird die Unabhangigkeit der Koordinaten
ausgenutzt, was auf folgende allgemeinere Inhomtigeaur Ermittlung einer Greenschen Funktion filhrt

X, Y, z t] - 268[x] o[yl 6[2] It] . (2.24)

Bei Gleichungen mit ortsunabhéngigen analytischeroeffizienten, etwa der fraktionalisierten
Diffusionsgleichung (1.26), ist die Greensche Figrktim Fundamentalsystem der Propagatoren enthalten
Dies folgt aus der Laplace-Transformation einesg@chenden Beispielgleichung ke N:

p[aﬁf[x,t] 2 fx t]
SPTY ax2

26[x] 6[t]]

(2.25)
LA

e =0[X].

B-1
= pPLIfIx - ) o0 pPn
n=0
Die voéllige Identitat des einen der Propagatorendar Greenschen Funktion ist damit fue g — 1 gezeigt.
Schwierigere inhomogene Gleichungen lassen sichalsh eventuell Giber die homogene Lésung (hidregb
mehr Lésungsverfahren!) behandeln.
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m 2.3.2.5. Ortsabhangige analytische Koeffizienten

Sind die analytischen Koeffizienten einer Gleichumtgabhangig, so ist ein besonderes Vorgehen ndige
um die allgemeine Lésung zu errechnen. Hierzu bleted man zunachst einmal das Integral einer Fourie
Faltung:

f[x]*g[x]zf f[x—a]g[a]a?a:f flalg[x—a]da. (2.26)

Wird nun der Propagator aufgebaut, so ist zur Aggaaitt - O eine normale Delta-Faltung gemaR Gleichung
(2.8) gegeben. Zu spateren Zeiten ist allerdings keine Fourier-Faltung mehr zu rechnen, sondenn ei
Integral, das die ortsabhéangigen Propagatorenemifdfangsverteilung als Gewichtung aufsummiert.

Ortsabhangige Propagatoren erhalt man freilich imgiem auch entsprechenwl anstelle vord[x]

als symmetrisches Anfangswertproblem angesetzt. vibaksselbe Vorgehen ist auch bei der Bildung der
Greenschen Funktion zu beachten. Sowohl die Progayaals auch die Greensche Funktion hdngen nem vo
Integrationsabstanda in der Fourier-Faltung (2.26) ab. Bei asymmet@gscthGleichungen ist auch ein
asymmetrisches Anfangswertproblem der Féf®— a] zur Findung der Propagatoren anzusetzen.

Diese Zusammenhénge sind bei der Losung entspréeh&okker-Planck-Gleichungen (Kapitel 1.2.2.3 und
2.4.1.1 dieser Arbeit) von Bedeutung. Sie sollegr hicht weiter erértert werden, da sie den Rahdieser
Arbeit sprengen wirden.
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m 2.3.2.6. Fourier-Transformation des Riesz-Operators

Der Riesz-Operator ist bei Samko et al. ([SKM1993]n. (12.1)-(12.4), S. 214) so dargestellt, dai al
symmetrischen und asymmetrischen Varianten deg®Resrators damit zusammengebaut werden kdnnen.

Fur die Diskussion von Diffusion ohne Schwerpunkdebiebung reicht folgende Definition aus, die aath
Fourier-Faltung mit der Potenz der Betragsfunktibn verstehen ist und dadurch auf die Mellin-
Transformation der Cosinus-Funktion fiihrt ([Obel]9Fbrmeln 1.1.2 und 1.5.2, S. 11 und 42; [EMOT1R53
GIn. 1.2(7) und 1.2(15), S. 3 und 5):

Fo- X = = [ ax=

(e8]

_ ~ —u—-1 _ _AHU _
= L Cog | k| X] x dx=-MH[Cod | k| X]] = 2.27)
24 \r T[- 4]
4]
Der hier gesuchte Riesz-Operator ist so aufzubadef, firu — 2 die Fourier-Transformierte der zweiten
Ortsableitung resultiert, alsek? als Vorfaktor.

= ~(IKIY TT-] Co§ -~ = (KD

Dieses Ziel wird durch folgende Fourier-Faltungeart, wobei beim Riesz-Operator eine Integratiothisong
—u steht undu hier die fraktionale Differentiationsordnung angetsoll:

: T[22~ fy
“RATI= Vr T[-4] j:oo | X =yl 4y=

(2.28)

= (F Oel-(IK M) FEFLIK .

Die Formulierung dieses Operators geht auf die iAdmn V. Seshadri und B. J. West [SWe1982] zuriRik.
Fourier-Transformation des fir die driftfreie Dfon mdglichen Riesz-Operators ist mit Gleichung2§2
gegeben.
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m 2.4. Mellin-Transformation

m 2.4.1. Differenzengleichungen

m 2.4.1.1. Erzeugung von linearen Differenzengleichgen

Die Laplace-Transformation einer zeit-fraktionalddiffusionsgleichung filhrt auch fir ortsabhéngige
Diffusionsparameter— etwa potenzabhéangig in der Notation nach Risk®is1084], Kap. 1.2.1, S. 4-5)-
auf eine gewdhnliche Differentialgleichung in dettsRoordinate, deren inhomogene Losung gefragtisin
Falle des genannten Beispiels auf Grundgleichudgemesselfunktionen.

Die Mellin-Transformation einer gewdhnlichen homoee Differentialgleichung fiihrt auf eine entspreue
Differenzengleichung ([Mes1959], Kap. X.1, S. 13®4) Ist der Zusammenhang (2.25) zumindest fur
spezielle Anfangswertprobleme (etwa fidfx —0]) gesichert, so genigt die Ldsung der homogenen
Differenzengleichung des Mellin-Raums zur Lésungutspriinglich inhomogenen Differentialgleichung.

m 2.4.1.2. Lésung von linearen Differenzengleichungen

Es existieren Ldsungsverfahren (siehe [Mes1959]) mdgener und inhomogener linearer
Differenzengleichungen. Manchmal |aRt sich eine Hemogenen Ldsungen einer Differenzengleichung
erraten, besonders wenn die Ldsungsfunktion derumdgliegenden Gleichung als Foxsche H-Funktion
gegeben ist. Dann besteht namlich die Mellin-Tramsferte der Lésung nur aus summenfreien Brichen de
Eulerschen Gamma-Funktion. Nahere Angaben hiermdefi sich in der Diplomarbeit des Verfassers
([Sid1997], Abschnitte 5.1.1 und 6.1, S. 65-66 GH€/9).

Im Mellin-Raum ist es recht einfach, durch Komboré& und geschicktes Kirzen mit Hilfe des
Ergadnzungssatzes ([EMOT1953], GIn. 1.2(6) und 3,2& 3) eine gewonnene Hauptldsung in weitere
Hauptlésungen (vgl. [Mes1959], Anm. auf S. 41) inmr®@ des Abtasttheorems ([Mar1986], Kap. 6, S.
127-131) umzurechnen. Diese Mdoglichkeit wird beillMeunter der Bezeichnung "passende Substitution”
([Mel1910], Ende von 85, S. 314) angesprochen.

Es war im Rahmen dieser Arbeit leider nicht moglidie Leistungsfahigkeit der Differenzengleichungen
auszuprobieren. In der Diplomarbeit von S. Hoffmafhoff2000] finden sich einige verwirklichte
Losungsverfahren und viele interessante Literagaban zu diesem Thema.
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m 2.4.1.3. Foxsche H-Funktionen

Die inverse Mellin-Transformation der summenfreBntiche aus Eulerschen Gamma-Funktionen ergibt gemaf
Dixon/Ferrar [DF1936] eine Funktionenklasse, dieite [MS1978] als Foxsche H-Funktion bezeichnet wir
weil C. Fox [Fox1961] von der Arbeit seiner Vorgangichts wuf3te.

Kommen summenbehaftete Briche aus Eulerschen G&munmdionen als Losung zustande, so ergeben sich
Baumannsch#&-Funktionen [SBN1998], eine Verallgemeinerung dexehaschen I-Funktionen [Sax1982].

Die Darstellung der Foxschen H-Funktion als inveslin-Transformation ergibt ([SBN1998], Gl. (1¥.
401) fur positiveA; undBj mit {m, n, p, g} € No:

7_{mvn[x {{a]_, Al}l ey {ani A’(‘I}}| {{an+11 A’(‘I+1}i ey {ap, Ap}}] _
pa {{b]_, Bl}i CEE) {bm, Bm}}| {{bm+1, Bm+l}1 CEET) {bQI Bq}} B

(2.29)

N (Tl + By A (1Tl -a - AZ)
X*dz.

" 270 Joiee (M 12— b; — B 2) (T e Tl + A; 21)

Noch kompliziertere Mellin-Barnes-Integrale ergelsé&ch, wenn die Riemannsche oder gar Hurwitzschie-Ze
Funktion oder gleich die noch allgemeinere Lerchsgkta- oder Phi-Funktion im Mellin-Raum als Lésung
auftaucht (Beispiele hierfur: [Obel974], FormelB8.24-1.3.26 und A.16, S. 28 und 272). Die numesrsch
Reihe derartiger Funktionen wird normalerweise (dmr Residuensatz unter Ausnutzung der Vorarbgitan
Mellin [Mel1910] und Barnes [Bar1908] vorgenommen.

Der wesentliche Unterschied zwischen einer Poté@mznend einer analytischen Funktion besteht naaiméza
[Bar1908] darin, dafl} eine Funktion mdglichst auf desamten komplexen Zahlenebene eine analytische
Fortsetzung und entsprechende analytische Eigeftschidesitzt, wahrend die Potenzreihe fur die Nukner
interessant ist.

Im Falle der als Beispiel erwéhnten Besselschefei®iftialgleichung ergibt die Mellin-Transformati@me
einfache Differenzengleichung, wobei die inversellkdransformation der insgesamt vier Hauptldsunge
nicht nur ein optimiertes Fundamentalsystem ausi znedifizierten Besselfunktionen erster Art ergibt,
sondern auch die fiir die Propagatoren so wichtigalifimierte Besselfunktion zweiter Art. Die vierte
Hauptlésung 1aRt sich nicht der inversen Mellinfigf@rmation unterziehen.
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m 2.4.2. Momentenberechnung aus der Laplace-Transforiarten

m 2.4.2.1. Motivation

Da es in dieser Arbeit eher um die Diskussion Heotetischen Varianz im Vergleich mit MeBwertentgest
es wichtig, die Momente einer LoOsungsfunktion audhnn noch sicher zu berechnen, wenn die
Lésungsfunktion selbst schon zu kompliziert istpaden Rahmen der Foxschen H-Funktionen sprengt.

Da die Momente gemaR Gleichung (2.18) mit der Melliansformation zusammenhangen, ist ihre
Berechnung prinzipiell einfacher als die Berechnamgr fertigen Losungsfunktion. Der tiefere Grumerfiir

ist der Faltungssatz der Mellin-Transformation (@874], Formeln 1.1.13-1.1.15, S. 12), der zum Bieisdie
Mellin-Transformierte einer Fourier-Faltung nocheine Foxsche H-Funktion tberflhrt.

m 2.4.2.2. Berechnung

Da die Laplace-Transformierte der Losungsfunktienelis die Ortskoordinaten besitzt, konnen die Mutme
der Laplace-Transformierten auch direkt berechrexden. Von dem entsprechenden Resultat ist digdave
Laplace-Transformierte in die Zeitkoordinate zddén.

Nach Oberhettinger ([Obel1974], GIl. (c'), S. 3) krgsich als Mellin-Transformierte einer Laplace-
Transformation

MLLPLEIX, 1] =TTyl MiTE[x, 1], (2.30)
was die Berechnung der inversen Laplace-Transfasmabenfalls tber die Mellin-Transformation ermoigt.

Ergibt etwa die Momentenberechnung einer Lapla@adformierten eine Foxsche H-Funktion, so restiltier
wegen des Ergebnisses (2.30) auch das Moment deteiMeg als Foxsche H-Funktion. Die
Verteilungsfunktion selbst ist dann sehr viel koiziptter.
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m 2.4.3. Momentenberechnung aus der Fourier-Transformerten

m 2.4.3.1. Direkte Berechnung

Ist nur die Fourier-Transformierte einer Verteilshgmktion bekannt, so gestaltet sich die
Momentenberechnung deutlich trickreicher als bei ldgplace-Transformierten, da jetzt die Ortskooatkn
selbst gar nicht bekannt ist.

Trotzdem kann man allgemein fir symmetrische Fodriansformierte (solche sind bei diffusiven Vorgén
ohne Drift vorrangig zu diskutieren) folgenden Zusaenhang herleiten, und zwar Uber die Mellin-
Transformation einer inversen Fourier-Transforngiertmit Hilfe des Fubini-Theorems ([SKM1993], Gl.
(1.32), S. 9), das die Vertauschbarkeit von Integraegelt, wobei wieder wie im Zusammenhang (2di&)
Mellin-Transformierte der Cosinus-Funktion auftatich

m 00
';'T (wa[|k|,t]e‘ikxdk)dx=

00

<(IX™, FONELK] ] > =f

—00

4

=5 . (fo Cod K| x] X alx)f[k,t]elk: 2.31)

2V + FIMMIEK, ]

Vr -4

Die Mellin-Transformierte der Fourier-Transformimt mul recht giinstig gebaut sein, damit das Ergebni
(2.31) mitm - 2 die Berechnung der Varianz zulaRt.

m 2.4.3.2. Momente einer Fourier-Faltung

Die Momente einer Fourier-Faltung ergeben ein wilisbneinfacheres Theorem (Anhang A dieser Arbeit),
das hier wenigstens Erwahnung finden soll:

m

m
< oM, f1x1-g0d > =Y (

k) <X f[X]> <x™K g[x]> . (2.32)
k=0

Der Unterschied zwischen den Gleichungen (2.31) (@2) besteht vor allem darin, da3 einmal die
symmetrischen Momente und einmal die tatsachlidhemente berechnet werden.
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m 2.5. Zusammenfassung

Die fur das Varianztheorem (1.14) so bedeutsamacBiahe Delta-Funktion wurde als funktionenthearhtis
konsistente analytische Funktion der komplexen &adtbene vorgestellt.

Die Verwendung der Delta-Funktion bei Anwendung Maaplace- und Fourier-Transformation auf eine
fraktionale lineare Gleichung wurde besprochen. digeben sich optimierte Fundamentalsysteme aus
Propagatoren, die eventuell sogar die GreenschigtiBarder Inhomogenitét beinhalten.

Der fur die Diskussion driftfreier Diffusion verwabare Riesz-Operator nach B. J. West [SWe1982] evalsl
elegant eingerichtete Fourier-Faltung vorgestellt.

Die direkte Mellin-Transformation einer linearenfferentialgleichung fuhrt oft auf eine Differenzésighung,
deren Lésungsmannigfaltigkeit weit Uber die Mellirensformierten der Foxschen H-Funktionen hinausfiih
kann.

Die Berechnung von Momenten aus der Laplace- oderi&r-Transformierten einer Verteilungsfunktion
wurde vorgestellt. Dieses Vorgehen erleichtert aimlytische Diskussion gewaltig, da die Varianzegin
Losungspropagators prinzipiell eine einfachere Eonknklasse darstellt als der Losungspropagatbstse
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