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Die interaktiverMathematicaRechnungen der Art

<< Calculus’Limit

unterstreichen die Richtigkeit der Ergebnisse.

[Mel1910] Mellin Hjalmar Abrif3 einer einheitlichen Theorie der Gamma- und kigpergeometrischen Funktionen
Mathematische AnnaleB 305-337, (1910)

Abrif3 einer einheitlichen Theorie der Gamma- und de
hypergeometrischen Funktionen.

Von
Hj. Mellin in Helsingfors.

Obwohl es nicht unbekannt sein kann, daR zwischen @ammafunktion und den hypergeometrischen
Funktionen ein inniger Zusammenhang*) existiertws demselben doch in den bisher erschienenerdibiarhern,
Monographien und Enzyklopédien, welche die Thedee Gammafunktion oder Teile derselben behande&ines
Wissens keine Beachtung geschenkt. Sogar in deasteu Arbeiten dieser Art ist von den hypergeoseiten
Funktionen tatséchlich keine Rede. In der vorlielganArbeit suche ich eine hiervon wesentlich vdestdme und
allgemeinere Auffassung geltend zu machiedem ich ndmlich gerade die Integration von allerpergeometrischen
Differentialgleichungen mit Hilfe der Gammafunktials die eigentliche Hauptaufgabe einer moderneeofie dieser
Funktion betrachten mufachdem ich die allgemeine Definition der Gammkfiomen festgesetzt habe, finde ich in
der Cauchyschen Integraltheorie ein Mittel, die drfee dieser Funktionen mit der Theorie der hypengetoischen
Funktionen zu einem systematischen Ganzen zu weedzan. Es zeigt sich dabei, dal} die herkdmmlidieofie der
Gammafunktion und der Eulerschen Integrale, wieirsielandbichern, Monographien und Enzyklopadiergelstellt
wird, nur ein Bruchstiick dieser allgemeineren Theeist, welche an Einheitlichkeit nichts zu wiinselirig 1af3t.

*) Derselbe wurde zuerst vom Verfasser und von meRincherle vollstandig entwickelt. Unsere
diesbeziiglichen Arbeiten werden an entsprechentiglersdieser Arbeit angefiihrt.

m 8 1. EinfUhrung der Gammafunktion.

In der Formel
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Sin[nz]::nzﬁ[l—é)zzﬂzﬁ(H%)e‘%-ﬁ(l—%)@% )

n=1 n=1

)

zZ
Sin[x Z] == 7z'Z| | [1— —2—] // PowerExpand
n

n=1
True

besitzen wir einen den Elementen der Funktionemiheangehdrigen Ausgangspunkt, von welchem wir in
ungezwungener Weise schnell zur Gammafunktion gelakénnen. Durch die Funktion

(o] Z _i
Fia=[](1+=)e? 2)
n=1
kann hiernaclsin[x z] so ausgedrickt werden:
Sin[x z] = z F[z] F[-7]. 3)

Da die linke Seite bei der Substitutiar» z+ 1 nur ihr Zeichen wechselt, so entsteht die Frage,sichF[z] hierbei
verhalt. Man findet:

Flz+1)] ﬁz+n+1 . z+2 _,z+3 . z+n+1 1
== n == || _— n
F[z] a3 Z#n ¢ n=co Z+1 Z2+2 Z+n ¢
— 2 im (14 2Lt -eoan
Z+1 n=c n
Z+n+1 1 z+1 L
== (1+ )e ool /7 ExpandAll
z+1 (z+1)
True

Hiernach existiert

lim (1+ % + e +% —Log[n]).

N=o0

-l
Limit [Z s Log[n], n - o]
k=1

EulerGamma
? EulerGamma
EulerGamma is Euler's constant gamma, with numerical \egpeoximately equal to 0.577216.

Bezeichnen wir diese Grenze, d. h. die Eulerschestémte, durclt, so haben wir die Formel

-C

e
Flz+1] =

4
] F[z], (4)

welche die obige Frage beantwortet. Diese Funkigdeiahung nimmt eine einfachere Form an, wennstattF[z] die
Gammafunktion durch die Definition
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r B e—CZ B f_CZ 1—[ e
2= zFlzl = z 1+ % ®)

e—EuIerGammaz N
Gamma[z] == ——— Limit [| |
V4
n=1

€1 N > o] // FullSimplify
1+2
True
einfihren. Aus (4) und (5) folgt dann
I[z+ 1] ==zI[4, (6)
Gamma[z + 1] == zGamma[Z] // FullSimplify

True

wahrend (3) die Form erhalt:

T
Mz T[l-z ==(Sin[ﬂ Z] ) @)
Gamma[z] Gamma[l — 7] == — // FullSimplify
Sin[x Z]

True

Nach der Definition vorT ist

C = lim (1+ %)eLog[n]—l_%_..._%

N=oc0

= lim (1+ %)(“ %) o (1+ l)e—l—%--.--%

N= oo
:ﬁ(“%)@—%.

=1

1 z+1 Logln Zz+n+1\/z+n Z+3\(z2+2
(1+ ]e g ==( ]( )( ]( )/. {z- 0} // ExpandAll
(z+1) n Z+n zZ+3 z+2/)\z+1

=

True

Hieraus geht hervor, erstens da&l positiv ist, denn es is(1+ %)e‘% <1, und zweitens wegen (5), dal} die
Gammafunktion auch so dargestellt werden kann:

17 @+t

eCIT e 17 L+ %‘)Z T 1y .
H — == — —_—/ {e‘cz’fa—' - e —[(1+ —] e‘F} /. {Product[a_, {_}]: a}
z n

n=1 n n=1 n n=1

True

Hieraus folgt weitef'[1] == 1 und
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1
1 + -
Limit [— —“)— z- 1]
z 1+2
1
Izl = lim L2.n o, 9
[]__n:ooZ(Z+l)"'(Z+n) ' ®)
Product|1 + % {n, 1, N}]Z Product[n, {n, 1, N}]

== NZ// Simpli
zProduct[1+ Z, {n, 1, N}] zProduct[z+n, {n, 1, N}] piity

Limit @@ {First[%], N - oo}

(N?—(1+ NY») N!

—_ == 0
zPochhamméf + z, N]

0

Verbindet man diese Formel mit der aus (6) folgende

riz = I'z+n+1] . 1-2.-..n , Tlz+n+1]
T z(z+1)---(z+n)  z(z+1) ---(z+n) ntnz '
S0 ergibt sich
r 1
im __[Zln-i-_] =1. (10)
n=oco n! n?

. . Gamma[z+n + 1]
Limit |

,I"I—)oo]::l
n!'(n+ p)*

True

Umgekehrt folgt offenbar die Formel (9) aus (6) {&@), so dal’[z] durch diese beiden Eigenschaften (6) und (10)
vollstandig bestimmt ist.

n! Zl“[z+n+1]

Gamma[z] == Limit [ el n —
k=0 :

[ AT[z+n+1] > n'n%}, n > oo

True
Diese Einleitung in die Theorie der Gammafunktiabé ich auch in einer friheren Arbeit*) vorgeschlag

*) Om Gammafunktionen. Ofvers. af. Sv. Vetenskapsakniens Forh. 1883, No. 5.

m 8§ 2. Das Verhalten vorr(s+it] flr |t] = c.

Fur die Anwendungen der Gammafunktion auf dem Gelder bestimmten Integrale ist der folgende Satr v
fundamentaler Wichtigkeit.

Beschrankt man die Veranderlicke= s+ 7t auf einen beliebigen, zur imaginaren Achse palefieStreifen
@ = s = f von endlicher Breite und setzt
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|Tls+it]| =e 21.(|t)> 7| V2r +€l, (11)
so nahert sicte mit wachsendent | gleichmaRig der Grenze Null.

Wegen (6) und (7) ist

(It ) = VTt T[-it] == ‘/ L e F () z-
t (@nt _ @—ﬂ't)

2r
== FullSimpli
—itSin[int] t(emt — et 4 pify

V2r +€l. (12)

T

True

Die Formel (11) gilt also ful[it]. Es handelt sich nun darum, das Verhalten desi€uenI'[s+ it]: T[it] zu
ermitteln. Mit Benutzung von (8) und durch Multigition mit

s T— 1+ -1 s
1 == (it)s(1+ i) M
it 1+ 1y

N 1 \S
1 s (1+ it+n
1 == Limit [(it)s(1+ —] ]_[ﬁ /.{s=> 1}, N —)oo]
Et n=1 (1+-I’-'|-)
True
folgt:
Ms+it] 1 T ]@+3)
Tt 1+2 1+ =
n=1
rTa+s
::(Et) s |
n=0 1+m
oo 1138 oo 14\2
[Is+it] 1 (1+ =) 1 (1+ =)
—— == - ]_[ “— /.{riz] :»—l_l—”z-} /. {Productla_, {_ }]1 = a} //
I'lit] 1+ 1+ - z 1+ =
i n=1 it+n n=1 n
Simplify
True
oo S 00 1 S
1 1+ 118 1+ -
[ - l_l “S) ][(it)s(1+_—t) ]_[—( “1”‘5) ]::
1+H n=1 1+ it+n ¢ n=1 (1+T1-)

s o0 s

LS (1"' it-ll-n) (1"' it-li-n)

@t) 1—5— /.{n - 0} | | 1—5— /. {Product[a_,{ }] =~ a}
+

+ -
n=1 it+n

True

Hieraus ergibt sich
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(o)

S+zﬂ
[(zzt) ST[i

(s Log[1 ] Log[1+

n=0

Tl

(e

=) e Ml
- O(it+n)2 it+n?’

n=

« £\S = (1+nin)s

] [(Et) l_ln=0 It e Z( . [1 1 s ])/

(0] == SLO + .
g @t)s g it+n it+n

{Productfa_,{ }]:a, Suma_,{ }]: a}// PowerExpand// Simplify

| - Log[1+

Sum::div: Sum does not converge.

True
1 S
Log|1 —Log|1 .
[stosla-+ s 1= toul+ )
Log[l+ x_] :» EvaluatefNormal[Serie§Log[1 + x], {X, 0, 2111 // Simplify
(-1+9s
2(n+11)?

wo P[x] eine nach positiven ganzzahligen Potenzenwiortschreitende Reihe bezeichnet, welche konvargebald
| x] <1lund|sx| <1, und deren Koeffizienten vanunabhéngige einfache Ausdrickesisind. Unterwirft mars
der BeschrankungR = s < +R, unterR eine beliebige positive Zahl verstanden, so bleibt

Plrr]

furn=0, 1, 2,.-.und fir allet, welche die Bedingungt| > R+ 1 erfiillen, dem absoluten Betrage nach unterhalb
einer endlichen, von undt unabhangigen Gren2é. Aus der obigen Formel folgt daher

1
it+n

[[s+it] ® M S M
i"og[(,zt)sr[zzt]] <;Z6 lit+n2 "n;tunZ
= 2M e 2M 2M
=< < == .
Z;J(lt|+n)2 rZ:;)(It|+n—l)(|t|+n) (Itl—l)
n=

2M
// Apart

(Abs[t] + n — 1) (Abs[t] + n)

o

Z 2M L 2M
4 (AbS[t] + 1~ 1) (Abs[t] + 1) " Abs[t] -1

n=

2M 2M

—1+n+Abgt] n+Abgt]

True

Setzt man also
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I'[s+it]
(Goera)

[TTE A )

so ist gleichmaRidjm e == 0 flr | t| == oo, wenns zwischen beliebigen endlichen Schranken bleibs &?) und (13)
folgt schlieRlich die Formel (11), die man offenlbaich so schreiben kann:

T2 | (= e 2" |(Z2)| - |[V2r +€]. (14)

€S9 7 Simplify

. . 82
V52+t2 ==\/T2-lelt[ 1+t—2,t—)oo]

z

Obwohl diese Formel gewissermafl3en in der zuerst Stelties im Jahre 1889 auf komplexe Werte
ausgedehnten Stirlingschen Formel enthalten ist&xdient sie doch als besonderer Satz in der opifiandie
Anwendungen wichtigen Form hervorgehoben und ehkgiticzu werden, zumal die Herlietung derselben munte
einfacheren Voraussetzungen durchgefiihrt werden kéndie der Stirlingschen Formel. Anndherungssveiar Herr
Pincherle schon im Jahre 1888 zu dem obigen Satze gelangt#hrend derselbe von mir in einer Arbeit***) vom
Jahre 1890 vollstandig nachgewiesen wurde. DereoB&yveis ist eine Vereinfachung des friiheren. &iclger Zeit hat
HerrJenseneine Formel hergeleitet, welche die obige alsisflen Fall enthaltt).

*) Sur le développement de léga). Journal de Math. (4) Bd. 5; 1889.

*¥) Sulle funzioni ipergeometriche generalizzateccAd. dei Lincei. Rend. (4). Bd. 4; 1888. Ersetannn
(14) s- % durchm + ¢, wo m die grof3te irs enthaltene ganze Zahl und% <e=< % so hat man das Resultat von
Pincherle.

**) Zur Theorie der linearen Differenzengleichumgerster Ordnung. Acta Math. Bd. 15. Die Arbeit von
Stieltjes war mir damals unbekannt.

1) Gammafunktionens Theorie, Nyt Tidskrift for MaBd. 2 C.

m 8§ 3. Definition der Gammafunktionen.

Die Funktionalgleichung der Gammafunktion ist giezeller Fall von
Flz+ 1] == +R[z] F[Z], (15)
wo R[Z] die rationale Funktion

(z—p1)-- '(Z_pm))
(z—01)---(z—0on) )

Riz) =

(16)

bezeichnet. Als die Grundform, aus welcher alleigd Losungen von (15) durch Multiplikation mit fischen
Funktionen erhalten werden kdnnen, betrachten evirAlusdruck

Gz =T[z-p1]- - -T[z= pm] T[1+ 01— 2]+ - -T[1+ 00— 12, 17



8 © Norbert Sudland Mel1910.nb

welcher die Gleichung
G[z+1] = (-1)"R[Z] G[Z], (18)

Glz+ 1] == (=1)" 2= p) @ pm) Gl /.
(z-01)(z—-00)
{G[z_] =» Gamma[z - p1] Gamma[z - p,] Gamma[l + o1 — zZ] Gamma[l + o, — 2]} /.
{n - 2} // FullSimplify

True

befriedigt und mit der ebenfalls bemerkenswertesung

I'[z=p1l- - -TZ= pml

H[z] = Mz—o - Tlz=o] (19)
(z-p1) Z- pm) Gamma[z - p1] Gamma[z — pm] .
H ]j==— —— - H AH : FullSimplif
2+ (z-01)(z-0p) 2/ { 21 Gammag[z- o] Gamma[z - o] } 1 FulSimplity
True
durch die aus (7) sich ergebende Formel
a"H[z] = G[Z] Sin[x (z— o1)]- - - Sin(r (z— )] (20)

7" H[z] = G[Z] Sin[x (z—- o1)] Sin[x (z— o)1 /.
{G[z_] » Gamma[z - p1] Gamma[z - p,] Gamma[l + o, — zZ] Gamma[l + o, — Z],
Gamma[z - p;] Gamma[z — p,]

Az {n > 2} // FullSimpli
1= Gamma[z - o1] Gamma[z — o7,] } /. {n = 2} // FullSimplify

True

verbunden ist.

Die allgemeinste Losung von (15) kann offenbar &r &orm P[z] G[z] dargestellt werden, fall$ eine
willkdirliche Funktion mit der Eigenschaf[z+ 1] == + P[Z] bezeichnet. In der Theorie der Gammafunktion tat e
indes keinen ZweckP[Z] als eine vollig unbestimmte periodische Funktiarfizafassen. Die Einheitlichkeit dieser
Theorie erfordert vielmehr, dal3 man nur diejenigéaungen von (15) beachtet, welche erhalten weridelem man
den FaktoiP[Z] folgendermalRen beschrankt:

I. P[Z] ist eine eindeutige analytische Funktion mit dgeBschafP[z+ 1] == + P[Z].

II. In einem gewissen Parallelstreifan< Re[z] < a + 1 besitzt P[Z] hochstens eine endliche Anzahl
singularer Stellen, die alle Pole fafz] sind.

ll. Wird die positive KonstanteC hinreichend groR angenommen, so nahert $gh+it] e~ € mit
wachsendenj t | gleichmaRig der Null.

Die allgemeinste FunktiorP[zZ] mit diesen Eigenschaften ergibt sich durch dieggnten Schlisse. Die
samtlichen, in dem Streifear < Re[z] < & + 1 gelegenen Pole voR[Z] seien in der Reihey, ap, - - -, a, so oft
enthalten, wie ihre resp. Ordnungszahlen angeblsdaAn ist

P1[2z] = P[z] Sin[x (z—ay)]- - - Sin[z (z- a,)]
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eine ganze Funktion mit der EigenschRffz + 1] == £ P1[z]. Wegen Ill kanm so gro3 angenommen werden, daf’ der
Ausdruck

Sinfz(z-ay)]- - - Sin[z (z- a,)]
Sin[z(z—cy]- - -Sinfr(z-¢))]

P17l = P(Z]

die Eigenschaftim P,[s+it] == 0 flr |t| == oo besitzt. Der Einfachheit halber wahlen wir die Ga&éic so, dal3 die
Differenz irgend zweier derselben keine ganze 4sthiDie KonstanterCy, Cy, - - -, C, k6nnen dann so bestimmt
werden, dal3 sich der Ausdruck

C C )

Pall =Pz~ (G + S e

an den Stellerz = ¢y, ¢, - - -, ¢, regular verhalt. Wird zugleichA so gewahlt, da®P,[z+ 1] == —P,[Z], so ist auch
P3[z+ 1] == —P3[Z] und somitPs[z] eine ganze Funktion. Da Uberdlgs P3[s+ it] == 0 flr |t]| == c0, SO Mul3P3[Z]

gleich einer Konstanten und zwar gleich der Nulse

Hiernach ergibt sich fliP[z] der Ausdruck

PlZ] =

~ Sin[7r (z-cy)]-- 'Sin[ﬂ' (z-c] ( C: Ca )

" Sinx(z-ay)]- - - Sinfx (z— a,)] \ Sinz(z-cy)] oo Sinr(z-c))] (1)

und umgekehrt besitzt auch jeder Ausdruck diesemkadfenbar die fraglichen Eigenschaften I, 11, 111

P Sin[zr (z- ¢] Sin[xr (z- ¢))] (
Z| ==
Sin[zr (z—ay)] Sin[x (z- a,)]

C Gy
Sin[x (z— ¢y)] * Sin[z (z—c))]
C Gy
Sin[z (z—c1)] * Sin[x (z-c)]

) /. Flatten|Solvq

Sin[x (z- &)1 Sin[x (z— a,)]

P ==P AP
A == Pl g e sina a— ool | (el _)(

) peal
True

Die folgende Definition dirfte hiernach nicht unbi#gdet erscheinernter einer Gammafunktion verstehen
wir jede in der FormP[z] G[z] darstellbare Funktion, waG und P die allgemeinen Ausdriicke (17) und (21)
bezeichnenDiese Definition deckt sich offenbar vollstéandig nher anderenUnter einer Gammafunktion wird jede die
Funktionalgleichung (15) befriedigende monogene Kfion verstanden, welche (berdies in einem gewissen
Parallelstreifene <= R€z] = @ + 1 die oben unter Il und Il angegebenen EigenschaftenP[Z] besitzt.

Ihre vollstandige Begriindung findet aber die D&fimi erst spater (88 10, 11, 12) durch das Ergebai® jedes
Integral der Form

1 ~Z
- fF[z]x dz,
2ni Jo

falls F[Z] eine beliebige Gammafunktion im obigen Sinne sowieinen geeigneten Integrationsweg bezeichnet, eine
hypergeometrische Funktiodarstellt, wahrend auch umgekehrt jede hyperge@uoké Funktion durch ein solches
Integral ausgedrickt werden kann.

Auf Grund der Formeln (7), (17) und (21) kann jgdammafunktion durch die elementare Gammafunktion
I'[Z] ausgedrickt werden.

Nach der obigen Definition gehéren offenbar alléorelen und ebenso alle trigonometrischen Funktionu
den Gammafunktionen.
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m 8§ 4. Das Verhalten der Gammafunktioneres+it] flr |t] == .

Nach dem oben Dargelegten kann jede Gammafunktiearl durch Ausdriicke der Form

Sin[zr (z-cy)]- - - Sinzr (- ¢p)]
z Sin[z (z-ay)]- - - Sin[r (z—a,)]

(22)

dargestellt werden. Das Verhalten dieser Ausdriftke] t| == co kann mit Benutzung von (14) genauer, als es oben
geschah, angegeben werden. Die folgenden wichkgemeln verdienen besonders hervorgehoben zu werden

|Gl | (=) % " f[s, 1]; (23)
|HIZ | (= e 7 "M f[s,]; (24)
|Gl2] Sinlx (z—cy)]- - - Sinlr (z— cp)l | = ™7 P f[s 1], (25)
wo f[s, t] die Form
fs =|(Z™"ED¥)|gls ], k=014 - +Tn—p1— - —pm, (26)
Druckfehlerkorrektur:
fIs, 0 =| (Z™ "2 | gls, 0, =1+ - - #pm—0i— - —0m,

hat, wahrendy[s, t] eine positive Verénderliche bezeichnet, welchewaithsendeni t | gegen eine endliche, von Null
verschiedene und vos unabhéngige Grenze gleichmaRig konvergiert, weanif ein beliebiges endliches Intervall
@ < s< B beschrankt wird. Die GroRé[s, t] kann also héchstens wie eine endliche Potenz tvaiachsen oder
abnehmen.

m+n 1

&7 A Apg[ 2™ (-2)%] g, t] == [z= p1] T[z= pml T[1 + 01 = ZA T[1+ 00 — 2] /.
{F[a_.+ b .7 e~z Abslt] Abs[za+bs_%] V ols t], k= p1+pm—01— O'n} //.
{Abs[Z2-1% Abs[Z2-1" > AbS[Z%P 9} /. (m - 2, n - 2} // Simplify

True
Tz- p1]T[z= pm]
Mz-oT[z-0n]
{F[a_.+ b_.7Z] = e~z Abslt AbS[ZaJ'bS_%] VaIs 1, k - pL+Pm—01— o-n} //.
{Abs[Z2-1> Abs[Z-1" = Abs[Z% 9} /. (m > 2, n > 2, gs, t] - 1} // Simplify

1

e~z TAbslt] Abs[z(m‘“) (5—3)—K] gls, t] ==

True
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m+n 1

(TP R ABSI Ay A1) (S-f)"‘] als tl ==
[[z- p1]1T[z= pm] T[1 + 01 = ZI T[1 + 0y — 2] Sin[z (- ¢1)] Sinfx (2= ¢p)] /.

Iz T1-7 b
{F[a_.+ b .7 e~z Abslt] Abs[za+bs_%] V ols t]l, k= p1+pm—01— a'n} //.
{Abs[A-1° Abs[Z-1" > Abs[Z* 9 /.{m->2,n> 2, p- 2, gls t] » 2%} // Simplify

{Sin[ﬂ' z]>

True

m 8§ 5. Das Verhalten der Gammafunktionerks+it] fUr |s| == .

Durch wiederholte Anwendung von (15) folgt

Flz+Kk]l=+=R[z]R[z+ 1] - - -R[z+ k- 1] F[Z] 27)
und hieraus
. Flz]
Fle—K =+ g iR 21 Rk (28)

Flatten[SolvgF[z+ k] == £ R[Z] R[z+ 1] R[z+ k= 1] F[Z] /. {z— z-k}, F[z-k]]] /. Rule » Equal //
First
F(z]
+R[-k+ 7] R[-1+Z1R[1-k+Z]

Fl-k + 2] ==

Das Verhalten vof [z = k] bei wachsendet soll nun genauer ermittelt werden.

Setzt man zur Abklirzung
K=01+ - +0n=p1= - —Pm, (29)
Druckfehlerkorrektur:
K= 14 + o FpPm =0 — -+ =0,

so ergibt sich aus (16)

K 1 1
Log[R[Z]] == (m—- n) Log[Z] — St 7 Pl[;].
(z-p1) (Z- pm)
@Z-01) @Z-0v)
{Log[1 + x_] :» EvaluatefNormal[Serie§Log[1 + x], {X, O, Z11], k » p1 + pm— 01— 0o} /.

2 2_ 2 2
0'1+0'2—P1—P2}

a K 1 1
PowerExpandLog| |/.{@z-a)=» z(l— —)} ==(m-n)loglZ - - + — Pi-]/
z z Z z

1
m-2n-27P]-]> // Simplify
z

True

Wegen

1 K 1 1
KLOg[l—l— ;] == E + ;2' Pz[;]
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N [Seri - 0.2 1 K 1P 1 P 1 K}
ormal[Seriegx Log[1 + Y], {y, O, ]/-{y—>;} =—+— 2[;]/.{ 2[;]_>_E

True

ist also

1, 1 1
Log[R[Z]] == (m~-n) Log[Z] - x Log[1 + E] = P[;],

wo P[x], P.[x], Po[x] fur hinreichend kleinex in gewdhnliche Potenzreihen vox entwickelbare Funktionen
bezeichnen. Ersetzt mamurchz + 1 bisz+ k — 1, so ergibt sich durch Addition der entstehendegidBlingen

Log[R[zZ]R[z+ 1] - -R[z+ k—1]] =(m-n)Log[z(z+ 1) - - (z+ k- 1)]

k-1
k 1 1
—kLog[1 + E]+ EO Zor P[z+ J.

PowerExpanc{Log[R[z] Riz+ 1] R[z+ k- 1]] ==

k
(m-n)Log[z(z+ 1) (z+k - 1)] -« Log[1+ —]] /.
Z

1
{Log[R[z_]] :» (M - n) Log[Z] — x Log[1 + ;]} /. k>3
Simplify // MapAll [Together, #] & // PowerExpand

True

Hieraus folgt:

RIZIR[z+1]- - -Rlz+ k-1 = (z(z+1)- - -(z+ k- 1))””‘(1+ ;)_ el (30)
und
k K
Riz-1]R[z-2]---R[z-k| = ((z-1) (z=2)- - -(z= k)™ " (1— ;) e, (31)
WO
k-1 1 1
hdz ::Zo (z+v)? [Z+v]’

1

1
Yilz ::Zl = P[z—v]'

V=

k —K
[(z(z+ Dz+k-2)@z+k-1)™" (1+ —) [ {z- z—k}] ==
z

k K
((Zz-1D(z-2zZ-k+1)@z-k)™" (1— —Z-) [ {k->4}//

Simplify // MapAll [PowerExpand, 4 &

True
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Wegen der Bedeutung vd?{%] verhalt sich diese GrolRRe regular fur alle yan - - -, pm, o1, - -+, o, SOWie von0
und -1 verschiedenen Werteund |43t sich, sobalddem absoluten Betrage nach gréfRer ist als diengésa Werte,
nach positiven Potenzen voia entwickeln. Versteht man also untereine beliebige reelle Zahl und beschrankt die
Veranderlichez auf die HalbebenBe[z] > a, aus welcher, falls sie einige der Stellen

Z=-v, pA—V, Ou—V v=0,1,2,--9

enthalt, beliebig kleine, diese Stellen umgebendss€ fortzuheben sind, so ergibt sich in analMyerse wie in § 2,
dal3 | (@[2]) | unterhalb einer endlichen varundk unabhangigen Grenze bleibt. In dhnlicher Weisbalesichy[z]
hinsichtlich der HalbebenRe[z] < a. Unter Berlicksichtigung von (27), (28), (30), (34f) hiermit das Verhalten von
F[z+ K] fur k == + 00 angegeben.

Bei der Ermittelung von Reihenentwicklungen fiir @sgeometrische Funktionen, welche durch bestimiiter
Gammafunktionen erstreckte Integrale ausgedriickt, iraucht man das folgende Resultat, welchesland-ormeln
(30) und (31) ohne Mihe gewonnen werden kann.

Wird die Veranderliche auf eine zur imaginaren Achse parallele Gerd&i#z] == a beschrankt, auf welcher
keine von den GroRRen

(Riz+ k)™ k=0,1,2,--)
gleich der Null ist, so hat man im Falle > n gleichméRig

_ Flz-Kl , . X
lim = |lim =
k= F[Z] k= RIZ—1]- - -RIZ— K]

-0 (32)

fur jeden bestimmten Wert vanlstm == n, so gilt diese Formel fiif x| < 1, sowie die Formel

FIZ4H K & lim RiZ)- - -Riz+ k= 1] x* == 0 33
% FlZ e (2] - Rz+ k= dIx 7= (33)
fur | x| > 1.
Gamma[z - k] .
— /. {k » 5} // FunctionExpand
Gammg[z]

1
(-5+2(-4+2(-3+2(-2+2(-1+2

o Gammalz—k]\"™"
i [[ S
Gammg[z]

% /. {m->n+1}

kK
1——),k—)oo]
z

E(m-n) —co (1)%_% Z“(Cognk] + | Sinr«])
2
0
X (1- %)
Limit | , k> o]
(- k!
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k K
Limit [x (1— —) k= oo
z
% /. {Log[x] » -1}
g SigritodXl] 7=« (Cogr k] + | Sin[x «])

0

k=¥

Limit [Log[x* (1+ —) | k= o]
z

Exp[% /. {Log[x] - 1}]

—oo Log[X]

0

Der Fallm < n braucht nicht besonders beachtet zu werden, wedetbe durch passende Substitutionen stets
auf den Falm > n zurtickgefuhrt werden kann.

Glzl ==T[z-p1lT[z- p]T[1+ 01— ZAT[1+ 02 -2 T[1+0rn-2] /. {z>1-Z

Gl-2zl==T[1-z-p1]T[1-z-pm] T[z+ 01| T'[2+ 0] [[2+ 0]

m 8 6. Der Zusammenhang zwischen der Gamma- und derxponentialfunktion.

Bezeichnets einen Punkt innerhalb eines Rechtecks mit den feeke i w, b+ i w, welche der Einfachheit
halber in der HalbebenRe[z] > 0 liegen modgen, wo sicR[z] Uberall regular verhalt, so ist nach dem Satzenvoo

Cauchy:
I'[s] == ! 95“21 dz
T 2ni J z-s

wenn das Integral in positiver Richtung Uber digf@ezung des Rechtecks erstreckt wird. Weiterdstldtegral gleich
einer Summe der Uber die einzelnen Seiten ausgeehmegrale. Lalt man nanundb konstant bleibeny aber ohne
Ende wachsen, wobei sich die zur reellen Achsellpaa Seiten ins Unendliche entfernen, so naharn die tber
diese Seiten ausgedehnten Integrale wegen (11p#ze Null, wahrend die beiden anderen ebenfalieig endliche
Grenzwerte konvergieren. Setzt ns®& b voraus, so hat man also

1 a+i co Iz 1 b+i oo Iz
I[s] == . f Tid dz+ - f Tid dz, a<Rgz] <h. (34)
270 Jaico S—2 278 Jp-ico Z—S

Bei der Integration ist im ersteren Integr&e[s— z] > 0, im letzteren abeRe[s— z] < 0. Je hachdem nun das erstere
oder letztere der Fall ist, kann man setzen:

1 ! z-1 1 ~ -1
S ::f X**dx  oder —— ::f XERdx.
S—-2Z 0 Z—S 1

1
f XS—Z—l d X
0

1 1
If[Re[s— 2] >0, ——, f X2 d x|
S—-Z 0



Mel1910.nb © Norbert Sudland 15

0o
f XS—Z—l d X
1

1 00
If[Re[-s+ 2] >0, , f X2y
—-S+Z 1

Fuhrt man diese Integrale in (34) ein, so folgt

1 a+i co 00 b+i co
Is] ::fxs‘l x f I[Z x‘zcﬂz+f o1 24X f Iz x°dz (35)
0 a 1 b

2ni —i 0o 21i —i 0o

vorausgesetzt, dal3 die Umkehrung der Integrationsmg erlaubt ist, was unter noch allgemeinereraMssetzungen
in § 8 nachgewiesen wird. Uberdies ergibt sich alieBenutzung des oben erwahnten Rechtecks, daR

+i 0o b+i co
fa Iz x‘Zalz:f [z x2dz (36)
a—ioco b—ico

denn das Uber die Begrenzung des Rechtecks etstritkgral vonl'[z] Xx"*d z ist Null, weil dieser Ausdruck im
Innern und auf dem Rande des Rechtecks sich regettBélt, und die langs der unendlich fernen Segmommenen
Integrale verschwinden wegen (11). Aus (35) folgt wegen (36)

I[s] == fmx*lﬂf ml‘[z] X?dz= fooJ[x, a| x> tdx, (37)
0 a 0

2ni —ico

sodaf? wir zur Untersuchung des Integrals

a+i co

J[x, a] == zi” Izl x?*dz (38)

a—ico

veranlaf3t werden. Der Konvergenzbereich diesegtale soll in § 8 genauer bestimmt werden. Hierligéres zu
wissen, dal’ es wegen (11) wenigstens fur reelliéiyeog konvergiert.

[s+it] XY / (T[z ] = e 21152 (V27 +¢))
Limit [%, t - oo]
E% xS (V2r +¢)
0
Vergleichen wird[x, a], woa > 0 ist, mitJ [x, % - n], wo n eine positive ganze Zahl bezeichnet, so ergilbt, sic
indem man den Cauchyschen Satz auf die oben angeg®eise benutzt, die Formel
n-1

J[x, a] = Z % +J[x, %—n], (39)

|
=0 v

denn das zum Pole== —v gehorige Residuum vdr{z] x~Z ist wegerim,_.o zI'[Z] == 1 und (6) gleich

lim (z+v)T[z x2 = lim — 2 zHvx :=((_X) )
z=—v z2=—v 2(z+1)---(z+v-1) 1

Limit [zGamma[z], z - 0]

1
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ResidugGamma[z] x4, {z, -#}] & /@ RangqO0, 7]

{1 « X o3 X X X8 X’ }
727 6’247 120° 720° 5040

(z+v) Gamma[z + v] X2

. - . 3
zz+ D (z+v-1) flzoz-v/.v>3)

Limit [%, z - 0]
x3Z2zGammdz]
(-3+2(-2+2(-1+2

x3

6

Durch die Substitutiom == % —n +itfindet man

1 x-% e L +it)xt
J[x, = —n|= f - 2 n dt,
2 27 Jowo (5 +it=1)-- (5 +it=n)
woraus folgt
I = —n|< o foo(’F[l+'t]‘)dt
y == = +i .
2 2 (3+D - (3+n-1) J\l "2

Das in (39) auf der rechten Seite stehende Integihaért sich also mit wachsendender Null, undJ[x, a] ist somit
gleiche™.
Gamma[% +it]

1
Gamma — —n+it| == /. {n = 2} // FullSimplify
3[2 (3 +it=1)(5 +it—n)

True

J[X, a] ==

- |
2'1 : f M5 -n+if] X"t .
nr —00

1 1 [ +it
{aaz—n,r[a—n+it]:-> k |

(%+it—1)(%+tft—n)

b .
5 — xoitha . Xa} /. {Dummy - Integrate}

% /. {Integrate - Dummy} //. {Equal - Less, TrS) B =,
it+a a

1 © 1
Limit [Evaluate|Last[%] /. {(E - n) - nt, f F[E +1t]dt > M}], n > o]

® Tt d g
1 o (=3 +I ) (F-n+l1)

J[X,E—n]zz 271'
-2 (P r[L 11t]dt
J[x,l—n]<—x f_;o[2+ ]
2 (§—n)ﬂ'



Mel1910.nb © Norbert Sudland 17

Setzt man in (37) und (38)[x, a] == 7%, so hat sich als Schlu3ergebnis herausgestill, zwischen der
Gamma- und der Exponentialfunktion die bemerkernswReziprozitéat besteht:

{W = 257 Ly TAX?dz, ~5 <A < 5, a>0; (40)
Iz = [Te*xtdx, Re7] > 0.

Aus 8§ 8 wird sich ergeben, dal3 das erstere Intdfradlle die Bedingung—-’é‘- < Arg[x] < +12'- erflllenden
Werte vonx konvergiert.

Die obigen Transformationen bildeten schon im Jah®84 den Ausgangspunkt meiner Arbélber die
fundamentale Wichtigkeit des Satzes von Cauchydféir Theorien der Gamma- und der hypergeometrischen
Funktionert), wo sie, soviel ich weil3, zum ersten Male betutarden sind.

*) Acta Societatis Scientiarum Fennicae. Tom. BQ6L Der Sozietat vorgelegt am 19. Nov. 1894.

m 8 7. Die vorangehende Methode ist auf allgemeine@ammafunktionen
anwendbar.

Die im vorigen Paragraphen benutzte Methode, wddulie reziproken Formeln (40) erhalten wurden, ist
offenbar nicht auf’[z] allein beschrankt. Bei der Herleitung der Forn31)( woJ[X, a] durch (38) definiert ist, wurde
in der Tat einzig und allein von dem Umstande Gatitagemacht, dal} man einen zur imaginaren Achsalgdan
Streifen annehmen kann, wo sicfe] regular verhalt und sich mit wachsendg¢i gemanr der Formel

|Tls+it]| =e 21 (|t)* 2 |V2r +¢]

der Grenze Null ndhert. Erst bei den darauf folgen&rorterungen, welche den Zweck hatten, das raltedx, a]
durch die Exponentialfunktion auszudriucken, wurde &unktionalgleichung vonl[z] zur Ermittelung einer
Reihenentwicklung fid [x, a] benutzt.

Betrachten wir nun beispielsweise die in § 4 vorkwnden Ausdriicke

Glz], Hl[z], G[Z] Sin[x (z—-cy)]- - - Sin[x (z—Cp)], (42)

indem wir inH[z] m > n sowie im letzten Ausdruck < == voraussetzen, so finden wir, daf der absoluteaBetr

jeder dieser Funktionen wegen (23), (24), (25)deifForm
e f s, 1],

gebracht werden kann, wb eine positive Konstante bezeichnet, wahréifig t] htchstens wie eine endliche Potenz
von t wachsen kann, falls zwischen endlichen Schranken bleibt. Ein zur imagn Achse paralleler Streifen kann
offenbar auch, und zwar in mannigfaltiger Weiseaegenommen werden, dal3 sich die obigen Ausdrickeegular
verhalten. FUH [Z] gibt es sogar eine Halbebene dieser Art.
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Hieraus erhellt nun, daR man die Methode des vetfzmglen Paragraphen auf die obigen Funktionen @),
wir durch F[z] bezeichnen wollen, anwenden kann, und daf} man telle Sler Formeln (40) die folgenden
allgemeineren erhalt:

Flz] = fo mcp[x] xtax, (42)
1 a+i oo
D[X] = oPT f Flzlx*dz (43)
a—i oo

Durch die erstere Formel wird offenbar eine erhebé Menge bestimmter Integrale auf die Gammafumktio
zurlickgefuhrt, unter denen das Eulersche Integr@iter Art den einfachsten speziellen Fall bildet.

Die Bedeutung der letzteren Formel (43) fur unsEheorie ist indes bei weitem noch groRer als die de
ersteren. Es wird sich in der Tat ergebaai} die durch (43) aus den Gammafunktionen entstzerd Funktionem®[x]
hypergeometrische Funktionesind.

Ehe wir zu diesem Nachweis Ubergehen, wollen wis diurch die obigen Formeln ausgedrickte
Reziprozitatsgesein voller Allgemeinheit entwickeln. Dal3 es in deéat nicht auf Gammafunktionen allein beschrankt
sein kann, leuchtet schon daraus ein, dal’ dieetetZbrmeln ohne Benutzung der Funktionalgleichuag W[z]
erhalten worden sind.

m 8 8. Zwei allgemeine Integralklassen und ihr Rezipzitatsgesetz.

Unter f[s, t] verstehen wir weiterhin eine positive Verandesiclivelche nach Multiplikation mig=<!! bei
unendlich wachsenden|t]| sich gleichméaRig der Null n&hert, woferns zwischen gewissen, jedesmal néher
anzugebenden Schranken bleibt. Urtavird hier und weiterhin eine beliebig klein anzbmende positive Konstante
verstanden.

Satz (I.) Es seiF[Z] eine analytische Funktion van== s+ 7t, welche sich regular verhalt in der Umgebung
jeder endlichen Stelle im Innern und auf der Beguoeg eines gewissen durch

a=<s=<p, a < B, (44)
definierten Parallelstreifens, und welche in (44) wachsendenjt | sich der Null nahert gemaf der Formel
|F[Z]| = e fs, 1], (45)

wo ¢ eine gewisse positive Konstante bezeichnet, wdhfgg, {] die obige Bedeutung fliw = s =< 4 hat. Dann
konvergiert das Integral

J[X, a] =

a+i oo
- f FlZlx?*dz a=<a<p (46)
2mi a—i oo

gleichmafig in jedem durch die Ungleichheiten
~0-29<0=+0@-20, €=|x|=(5) 47)

definierten Gebiete vow ==| x| #“¢ und befriedigt zugleich fiir alle die erstere Beping (47) erfilllenderx die
fundamentale Ungleichheit
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| J[x a]| <C[a, €] |x]™, (48)

wo C eine vorx unde' unabhéngige GroR3e ist.

Um diesen Satz zu beweisen, setze mana + i t. Dann ist wegen (45) und (47)
|F[Z x| < |x[ e f[a, t],

Abs[F[Z]] X% /. {z - a+ i Abs[t], x » Abs[x] ' =29}
% /. {AbS[F[s_+it_]] > Exp[-d Abs[t]] f[s, tI} // PowerExpand// ExpandAll
% == E~2<Abslt Aps[x] 2 f[a, Abs[t]] /. {Complex(0, ] = 0}

—a—| Abgt]

(E' (-2e0)) Abg[x]~3" AP ApbgF[a+ | Abgt]]]

E2I ae—lad-2eAbdt] Abs[x]—a—l Abgt] f [a, AbS[t]]
True

wo f vonx unabhéngig ist. In der Reihe

V=400

1 +i (v+1)
Z Flzl x*dz==J[x, a] (49)

2ri a+iv

V=-00

sind also die absoluten Betrége der einzelnen &libdziehungsweise nicht grof3er als die entspreemeGlieder der
Reihe

V=400

v+1 00
Z(|x|)—af e 2l f[a, t]dt:=(|x|)‘af e~ e~ f[a, t] dt,

V=-00

welche vermége der angegebenen Eigenschafterf veinen endlichen und, abgesehen von dem Fdktdr?, von x
unabhéngigen Wert hat. Hieraus erhellt die Glliig#tes Satzes.

Da die einzelnen Glieder der in (47) gleichmaRiguargierenden Reihe (49) monogene Funktionenxsimd,
so stellt auch das Integrd[x, a] in (47) eine monogene, daselbst tberall regutér gerhaltende Funktion vaadar.
Diese Funktion wollen wir durci[x] bezeichnen.

Wendet man den Cauchyschen Satz auf die in § 6gabgae Weise an, so ergibt sich, d4R, a] fur alle die
Bedingungr =< a < B erfillendera eine und dieselbe Funktidx] darstellt.

Ist die Breite8 — « des Streifens (44) endlich, so kann offenBaals eine blof3 vor abhangige Konstante
aufgefalRt werden.

Aus (48) ergibt sich, daRx?®[x] |, wenna eine beliebige, die Bedingumg=< a < g erfilllende Zahl ungd — «
endlich ist, fur allex in (47) unterhalb einer endlichen Schranke bleibt:

| x2o[x]| <K, a<ac<p. (50)

Satz (II.) Hieraus folgt nun in bekannter Weise, dal’ das hateg

f mq)[x] Xt dx (51)
0
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fur jeden innerhalb des Streifems< a < £ gelegenen Wed == u + 7 v konvergiert. Wir behaupten nun, daf} dieses
Integral gleich unserer urspriinglichen FunktiBiis] ist.

Zunachst bemerken wir, dal’ das Integral, respRdibe

1 a+i oo F[Z] 1 V=+oo a+i (v+1) F[Z]
Ji[X, a] == X ?dz= —— x¥?%dz
il 2ni ,fa_,:oo Z—-S 2ri VZ f (52)

a+iv Z-S

=—00

falls Re[s] von a verschieden ist, offenbar in (47) aus demselbam@ gleichmafig konvergiert wie die Reihe (49).
Die Reihe (52) darf also gliedweise differentiieverden. Da die einzelnen Glieder zwischen reguldbeanzen
genommene Integrale sind, so ist es erlaubt, diel®ntiation unter dem Integralzeichen auszufihEadurch ergibt

d
= Jlx, al| = —x*1J[x, al.
Abs[F[Z]]

x5% /. {z - a+ i Abs[t], x » Abs[x] &' ?29}
z-s

1
% /. { — , Abs[F[s_+it ]]:» Exp[-&Abs[t]] f[s, t]} // PowerExpand// Simplify
a—s+i_ a-s

% /. {CompleXO0, ] :» 0}

(EI (_25+&))—a+s—l Abs[t] Abs[x]—a+s—l Abs[t] Abs[F[a+ | AbS[t]]]

a-s+ | Abgt]

E! @9 (2e-8)-2¢Abdt] AbS[X]_a+S_I Abst] f[a, Abgt]]

a—s

E-2¢Absitl Ahg x| 73S f[a, Abgt]]
a-s

Flz o
Bx(— xs‘z] == —x*1F[z] x2 // Simplify
z-5s

True

Wegena < Re[s] < BistJ1[0, @] == 0 undJ;[co, B] == 0 und somit

1 1 @+ 00 Flz
fJ[x, al X tdx=-3[1,a]=- f []dz,
0 2710 Jo—ico Z—S

00 N B B 1 fﬁﬂ‘mE
jl‘J[x,ﬁ]xs" dx==[1, B] == 271 i Z_Sdz.

Nach diesen Vorbereitungen gestaltet sich nun @ehiNeis der obigen Behauptung folgendermalR3en:
f [x] xs‘lalx::f J[x, al Xt dx
0 0
1 00
:=fJ[x, a]xs‘ldx+f J[x, al x*tdx
0 1

1 00
::fJ[X,a]Xs_ldX+f JIx, B tdx
0

1

1 +i 00 F[Z] 1 fB+i 0o F[Z]
= - - —dz+ - f —dz
270 Jyoieo 2—S 278 Jpoicw Z—S
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Der letzte Ausdruck ist gleich dem in positiver lRing Uber die Begrenzung des Streifens (44) eider

Integral
1 F
- éﬂ dzl
2mi Z-S

welches gleichr[9] ist.

Zwischen den beiden Funktionéfz] und @[x] besteht also die Reziprozitat

Ox] = 5= [TCFldx?dz -9 <ArgiX] < +0, a=ax< B

27 o:l—zfoo (53)
F[z] == fo O[x] ¥ L d x, a<Rgz < p.
Fur jede Funktior-[Zz] der im Satz (I.) angegebenen BeschaffenheitIgiit die Umkehrformel
(> 1 d a+i oo _ a<RqS] <ﬁ'
F[s] == fo X 2;1* fa—ioo Flax?dz, a=za<p. (54)

Unsere Untersuchung ist aber noch einer wesentlisteevollstandigung bedurftig. Im vorangehenden #wa)
eine selbstandig definierte Funktion, wahrebgk] mit Hilfe von F[z] erzeugt wurde. Jetzt wollen wir von einer
selbstandig definierten Funktidq{x] ausgehen.

Satz (I'.) Es sei®@[x] eine monogene Funktion, welche sich regulér verindlinnern und auf der Begrenzung
des durch

—¢=<0=<+8 (55)

definierten Bereichs vor == | x| £ ¢ mit eventueller Ausnahme der Punkte= 0 undx == co. Weiter nehme man an,
daR | x2 ®[x]|, wenna eine beliebige, die Bedingung < a < £ erfilllende Zahl bezeichnet, fir alke in (55)
unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Dann kogiegt das Integral

Flz] = f O[x] x* L dx (56)
0
gleichmafig in dem Streifen
a+e<Rdzl<fB-¢€ (57)
und nahert sich dort mit wachsendgm| ==|s + 7t | der Grenze Null gemaf der Formel
|F[Z]| =e*M f[s, t], (58)

wo f unde ihre friiher angegebenen Bedeutungen haben.

Die Konvergenz des Integrals wird in bekannter Wettargetan. Das langs der Geradel—R, dem
KreisbogerR—R ¢*? und der GeradeR ¢**? —O erstreckte Integral

9€<I>[x] X dx

ist nach dem Satze von Cauchy gleich Null. Welan®[x] x == 0 flir X == 00, @ < a < B nahert sich der Uber den
Kreisbogen erstreckte Teil des Integrals mit wastieen R der Null. FirR== 00 und durch die Substitutionen
x == e**? r ergibt sich somit
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Flz] = €2 fOOOdD[@'M 717 tdr, Flz]=¢7""? f()oo@[e‘w )77 ld,

und hieraus

. 1 * Ple~t? 7] — D[’ 7] 71
Flz] = Sin[&z]ﬁ T ™ dT. (59)

OX] X 1x /. (x> #H & /e {e’r, e} |/ PowerExpand
F[Z] Flz] Last[#] First[#] o
( ) == ( - ) & [%] // FullSimplify

e-idz eidz e-idz eidz
Last[%] ®le % 7] - dlef? 7] ,
—_—— T
2iSin[é¢ 7] 2iSin[¢ 7]

(E'? 22Q[E'Y 7], E7' 2 2 D[E™' ¥ 7]}
2 I F [Z] S|n[Z(9] == -[-Z ((I)[E—l ¢ T] _ (I)[EI ¢ T])
True

Weil T eine reelle und positive Veranderliche ist, sagtlidas Integral rechts bei wachsend¢ti dem absoluten
Betrage nach unterhalb einer endlichen Grenze$spE§Z] | in der Tat auf die Form (58) gebracht werden kann.

ldr ) {z>s+it)

1 o Plet% 1] — ®[e'? 1]
Sin[¢ 7] j(; 2i

Limit [Evaluate]% /. {fwa_clr > K, 8- 1], t > o]
0

—% | Csq(s+11)d] fmr-w“ @E" 7] -®[E' 1)) d T
0

0

Satz (II') Nach Satz (I) konvergiert also das Integral

Ix al = 5= [MUFldx?dz a<a<p (60)

2ni Ja—ioco

fur alle die Bedingung-¢ < ¢ < +d¢ erfillenden x. Wir behaupten nun, daR dieses Integral gleichetsrs
urspringlichen Funktiom[X] ist.

Setzt man in der Formel

1 a+i co , 0o .1
J[X, a] == — X alzf O[t]t7 dt:
2ri a—ioco 0
. + . +
X==e"Y, z== azﬁ +iLog[yl, t=¢", a== azﬁ,

S0 ergibt sich

a+B

. . o0 d B0 B
I, @ e fo L [l ey (61)
e
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-1 ____1_ iwy 2w ~w iw s iw a+p
P[t] " dt == —— @[’V ez "y dw/. {dt > eVidw, t > €', 7 +iLoglyl} //

L
PowerExpand// ExpandAll // Simplify

True

-1 4q , id a+
— X?dz==- Y y. /. {x e, dz-» y' zZ- £ +17Log[y]} // PowerExpand//
2 eriu 2mi y 2

ExpandAll // Simplify

True

Auf Grund der iibep gemachten Voraussetzungen ist der Ausdibfek "] e iV in dem Streifen-¢ < Re[w] < +¢
regulér und dem absoluten Betrage nach kleineKats =", Fur diesen Ausdruck hat also die Umkehrformel) (54
M

Gliltigkeit, wonach die rechte Seite von (61) glei®he’']e= U sein muR fir—-¢ < Re[u] < +¢ und somit
J[X, a] == ®[x] fur —¢ < Arg[x] < +¢.

Zwischen den beiden Funktiongfix] undF [z] besteht also die Reziprozitét:

Flz = [ o[x] Xt dx, a <Rz < B;
{ 1 a+i co _ (62)
O[x] = 5 [, Fldx?dx, —0<Arg[x] <+d, a<a<p.
Druckfehlerkorrektur:
Flz] == fomdi[x] X2 L x, o <Rd7] < 7,
P[X] == 271”, j:_’;i:F[z] xZdz, -4 <Arg[x] < +¢, @ <a< p.
Fur jede Funktion® der im Satz (I'.) angegebenen Beschaffenheitlgitt die Umkehrformel
1 a+ioco, 00 _1 a<a< B,
D[t] = 5 fa_mt Zdzfo O[x] x= L dx, (63)

—d < Arg[t] < +¢.

Bezeichnen wir durcliF), resp. durchi®), die Gesamtheit aller Funktionen der im Satz (eyp. im Satz (I'.),
angegebenen Beschaffenheit, so entsprechen nach Qlegen die Funktionen der beiden Klassen einander
folgendermalen eindeutig. Jede Funktion der Klédsevird durch die erste Formel (62) in eine Funktaer Klasse
(F) transformiert, und umgekehrt wird auch jede Funktler Klassé€F) durch die letzte Formel (62) in eine Funktion
der Klassg®) transformiert. Wird® durch die erste Formel i und sodani durch die letzere i®; verwandelt, so
ist stets®;[x] == ®[x]. Wird F durch die letzte i und sodanm durch die erste ifr; transformiert, so ist ebenfalls
immer Fq1[z] == F[z]. Zwei durch dieseReziprozitdtsgesetgegenseitig verknipfte Funktionen kdnnen passend
reziprokeoderkonjugierte Funktionen genannt werden. Die Gamma- und die Bspibalfunktion sind nach § 6 zwei
solche reziproke Funktionen.

Eine unmittelbare Folge dieses Reziprozitatsgesetrt der folgende, bei der Integration von
hypergeometrischen Differentialgleichungen wichtBgz:

Von zwei reziproken Funktionen kann die eine nunnd&entisch verschwinden, wenn auch die andere
identisch gleich Null ist.

Die allgemeinen Resultate dieses Paragraphen komab®nfalls schon in meiner oben (§ 6) zitiertenéeftrisor
(88 14 und 29), wo sie, soviel ich weil3, zuerstvMaielt worden sind. Siehe auch 8§ 7 meiner Arbeitt)den Acta
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Mathematica Bd. 25. Dal} diese Resultate auf emisprnele Funktionen mehrerer Verénderlichen vollsgand
Ubertragen werden kdnnen, habe ich auch vor mehdateren gezeigt**).

Die obigen Formeln stehen natirlich in einem gesvisEusammenhang mit der Fourierschen Integralformel
worauf ich indes bei dieser Gelegenheit nicht n&iregehen will.

*) Uber den Zusammenhang zwischen den linearereiftial- und Differenzengleichungen.

**) Zur Theorie zweier allgemeiner Klassen bestirarintegrale. Acta Soc. Sc. Fennicae, Tom. 22. 1896

m 8 9. Beispiele von konjugierten Funktionen.

Von den sich darbietenden unzéhligen BeispielechseolFunktionen wollen wir hier nur die folgendetfiidaren.

Erstes Beispiel.Der Einfachheit halber setzen wir voraus, esegs] > 0, und bilden das Integral

a+i oo — A ,
\][X, a] == 1 f r[z] F[S_ Z] X_Zdz, < l’g[X] < 4+

27i Ja—io 0 <a<Rdgs].
In ahnlicher Weise wie in § 6 ergibt sich
! s+ v]
J[X, a ==Z (=x)" +J[x, a—n], O<ax<l1.
= v!

Plusee@ (ResidugGamma[z] Gamma[s— Z] x %, {z, —#}] & /@ RangdO0, 4])

1 1 1
Gammas] — x Gammal + s + > x2 Gammd2 + s] — 5 X2 Gamma3 + s + > x* Gamma4 + s

Setzen wir | x| <1 voraus, so erhalten wir mit Benutzung des am $chlies § 5 vorkommenden Satzes
limJ[x,a=n]==0 fir n==—0o. Somit istJ[x, a] ==T[s] (1 + x)~° und zwar besteht diese Gleichheit wegen der
gleichmaRigen Konvergenz vaix, a] nicht nur fir| x| < 1 sondern auch flkxr < Arg[x] < +x, d. h. fir die ganze
x-Ebene mit Ausschluf3 der negativen Hélfte der eeefichse. Auf Grund des vorigen Paragraphen hataisan

I[s] 1 a+i co

T = 707 Jacico [z T[s-z]x*dz —rm<Arg[x] <+,
{ O<a<Rqgg]; (64)
Izl T[s—2] =T7]9] fooo(—l% dx, 0< Rgz] < Rds].

Gamma[s+ v]

———————— == Gammad|[s] Binomial[s+ v -1, FullSimpli
Gammaly + 11 als] [s+v vl// plify

True
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Gamma[9]

N
R — Gamma[s] Z Binomial[s+ v — 1, v] (=x)” // ExpandAll // FullSimplify
+ X

v=0

1
0 == Limit [Evaluate[% /. {x - E} // Simplify], N - oo]

(=N Gammdl + N + s] Hypergeometric2F1Regularizdd 1+ N +s, 2+ N, —x]

1
Series::esss Essential singularity encountered in Ganﬁlﬁa+ 1+s+ O[N]3].

1
Series::esss Essential singularity encountered in Ganﬁlﬁa+ 1+s+ O[N]3].

1+N
1
0== Limit[(—E) Gammal + N + s] Hypergeometric2F 1Regularifdd 1+ N +s, 2+ N, _E]’ N - o]

Xz—l

Gamma[z] Gamma[s — z] == Gamma[s] foo dx /. {If[a_,b_, 1= (Print[a]; b}
0

X+ 1)°
Rds-7] >0&&Re[z] >0

True
Das letzte Integral geht bekanntlich durch eindgyete Substitution in das Eulersche Integral eistelber.

Zweites Beispiel Betrachten wir die Funktio®[x], welche durch das Integral

ioco a> qul]
WX = 77 [ Tz=pal Tz pal XAz o (65)

fur —xr < Arg[x] < +7x definiert wird, so ergibt sich auf die obige Weike bestandig konvergierende Entwicklung

00

< Tlp1—p2 - Tlp2 - p1-
B[] = X_plz [p1—p2 -Vl (= +X_pzz [p2 —p1-VI (=%, (66)

| |
7=0 v 7=0 v

Plusee@ (ResidugGamma[z — p1] Gamma[z — p2] X%, {z, p1 - #}] & /@ RangdO0, 4)) // Simplify

1
> x P (x* Gamma—4 + pl — p2] - 4 ¢ Gammé—3 + pl — p2] —

3x2 Gammég-2 + pl — p2] + 6XxGamm4—1 + p1 — p2] — 6 Gammépl — p2]))
Plusee (ResidugGamma[z — p1] Gamma[z — p2] X%, {z, p2 — #}] & /@ RangdO0, 4)) // Simplify

1
> X2 (x* Gamma-4 — pl + p2] - 4 ¢ Gammé—3 — p1 + p2] —

3x% Gammé-2 - pl + p2] + 6 XxGammé—1 — p1 + p2] — 6 Gammé—p1l + p2]))
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[ o

G —pa- G —p1-
x"’lz ammalp, — p, —v] (—x)V+x“’ZZ amma[p, — p; —v] (=)

v! y!
v=0 v=0

% // FullSimplify
Gamma[z - p1] Gamma[z - p,] == foo% xZtdx /. {If[a_, b_, ]: (Print[a]; b)}
0

ax % Bessel[—pl + p2, 2\/_)?] Csdrn(p1— p2)] + axF%# Bessel[pl — P2, 2\/_)?] Csdr (—p1 + p2)]
2x2 -nr2) Besselkp; — pa, 2VX |

Rez-p1]>0

True

woraus erhellt, dafb mit den Zylinder- und den Besselschen Funktiommenwerbunden ist. Igh; — p, eine ganze Zahl,
so wird die Entwicklung mitLog[x] behaftet. Obwohl die bestandig konvergierende @wedhtwicklung als ein
vollstandigerer Ausdruck fiib betrachtet werden muf3 als das Integral, so hdt dises vor jener einen wesentlichen
Vorzug, wenn es sich um das Verhalten wofur unendlich grof3& handelt. Aus der fundamentalen Ungleichheit (48),
wo a im gegenwartigen Falle beliebig gro3 angenommexevekann, folgt in der Tat gleichmaRig

lim XK ®[x] == 0

fir X==o00, —r+e=<Arg[x] <= +mr—¢, wie grol3 auchk sei. Diese bemerkenswerte Eigenschaft ist aus der
Reihenentwicklung gar nicht ersichtlich.

Im Fallep; == p, == 0 ergibt sich fiia > 0:

! fa”ml"zzx‘zdz——zi—rl[wu X — Log[x Z"’: X
277 Joies 2 N Ty +1 ()2 aIx]- o2 |

v=

Plus@e (ResidugGamma[z]® x %, {z, -#}] & /@ Rangq0, 4])

1
-2 EulerGamma Log[X] — 7 X2 (-3 + 2 EulerGamma- Log[x]) — X (-2 + 2 EulerGamma: Log[x]) —

1 & (—11+ 6 EulerGamma 3 Logix]) x* (=25+ 12 EulerGamma: 6 Log[x])
108 : 3456
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ad, Gamma[v + 1]

o

2 Z PolyGammdO, v + 1]

v=0

(o] XV
% — Log[x] Z
v=0 vh?

ZX% p1=p2) Besselk{pl - P2, 2‘/_)(_] ==% /. {p1 - 0, P2 = 0}

XV

12

Gammdl + v] PolyGammg0, 1+ v]
2 Besself0, 2v/x | + Bessel|0, 2v/x | Log[x]
2 Bessel{0, 2v/x |

True
Gamma[z)® == f mz Bessel§0, 2Vx | x> dx /. {if [a_, b_, 1 (Print[al; b)}
0

True

Drittes Beispiel. Fur das Integral

a+i oo _
J[x, a] = ! . f lo -2 Izl x*dz _I < Arg[x] < +£, (67)
270 Jaieo Tlp—17] 2 2

welches wir unter der Voraussetzudig a < o betrachten wollen, ergibt sich einerseits die d&®dig konvergierende
Potenzreihe

N o +v] (=X
Wal= 0 T 8)
G —
Pluse@ (Residue{;&—j‘i’?— Gamma[Z] X7, {z —#}] & /@ Rangd0, 4]]
ammalp - Z

Gammgo] xGammal + o] . X Gamm@2+ o] X2 Gammé3 + o] . x* Gammé4 + o]
Gamméyp] Gammal + p] 2 Gamm@2 + p] 6 Gammé&3 + p] 24 Gamm$ + p]

)

Z Gamma[o +v] (-x)”
Gamma[p +v] !

v=0
Gammao - Z] 0 .
————— Gamma[z] == f % xZtdx /. {If[a_, b_, 1> (Print[a]; b)}
Gamma[p - 7] 0
Gammdgo| HypergeometriclHtr, p, —X]

Gammép]

Rez] >0

True

und andererseits dasymptotisch®arstellung
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J[X a]=x"7 Z F[I;)[i'; i]v] (_;(!)_ +J[X, a+n], oc-1l<a<o, (69)

Gamma[o - Z
Plusee (Residue[#
Gamma[p - 7]

i - (_ 24 Gamméo] N
24 Gammédyp — o]
1 (243 Gammgl+o] 12x2Gammd2 + o] 4xGamma3 + o Gammé4 + o]
x4 ( Gammg-1+ p - o] B Gammg-2+ p - o] M Gammg-3+ p - o] B Gammg-4+ p - o] ))

Gamma[z] x %, {z, o + #}] & /@ Rangd0, 4]] // Simplify

™ Z Gammaloc+v] (=x)77
X
Gammalp — o —v] v!

v=0

Sum::div: Sum does not converge.

- i Gamméo + v] (-=x)™"
— Gammdp — o —v]v!

welche zeigt, wie sicA[x, a] fuir groRe, dem Bereiche
+ €< Arg[X]
PR < < — —
e<Arg[x] < €

angehorigex verhalt. Mit Benutzung der fundamentalen Unglea&hlf48) findet man namlich fir das Restglied die
Ungleichheit

|J[x, a+n]| <C[a+n,e|x|@". (70)

Aus der Reihe (68) ist die durch (69) und (70) adsickte Eigenschaft gar nicht ersichtlich. Mitfelivon (69) kann
man beweisen, dalIx, a] in dem genannten Bereiche hichstens eine endlichehl Nullstellen besitzt.

m § 10. Beweis eines Satzes von Pincherle.

Unter einerhypergeometrischen Differentialgleichurgrstehen wir mit HerriGoursat*) jede Gleichung der
Form

(@+bpX) y+ @ +by X)Xy + -+ - +(@m + by x) XM y™ = 0. (71)
Jede L6sung einer solchen Gleichung nennen wirtgipergeometrische Funktion

Wir behaupten nun, daf3 das Integral

1
y=5— fL Flzl x%dz (72)

wo F[z] eine Gammafunktion im Sinne des § 3 bezeichnaérigewissen Voraussetzungen eine Gleichung dem For
(71) befriedigt.
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Ehe wir zum Beweise dieses Satzes schreiten, wedthen speziellen Fall eines noch allgemeineréneSason
Herrn Pincherle**) bildet, wollen wir die LinienL ndher angeben, tGber welche die Integration vorzeige erstreckt
wird.

Ist F[Z] eine solche Gammafunktion, welche bei wachsengiehsich der Null nahert geman der Formel
|Fls+it]| =e™" f[s 1],

wo f und @ die in § 8 angegebene Bedeutung haben, so karimtafgrationsweg eine unbegrenzte, auf der reellen
Achse senkrecht stehende Gerdde: i o) benutzt werden, welche durch keinen Pol \fz] hindurchgeht. Das
Integral konvergiert dann in dem in § 8 Satz (hg@gebenen Bereich.

Es ist indes unerlalich, auch andere Integratiegeweu benutzen. Untéroo) wollen wir die gebrochene, aus
drei Geraden gebildete Linie

—00 + 1 Wy <————-—=—— a+iws
I (73)
—00 + ia)l > - ———————— a+ iwl
sowie unte +oo) die gebrochene Linie
at+iwy ——————————— < oco+tiwy
| (74)
a+iw, ——————————— > oo+iw

verstehen. Uber die GroRanw,, w,, welche die Lage vol—co) und (+o0) bestimmen, kann nach den Umstanden
verfligt werden. Weddr co) noch(+ o) darf durch einen Pol vda[Zz] hindurchgehen.

Mit Benutzung des am Schlu3 des § 5 stehendensSargibt sich nun ohne Mihe folgendes:

Istm > n, so konvergiert (72), Uber eine Linje o) erstreckt, in dem durch die Ungleichheiter | x| < (%)
definierten Gebiete vor gleichmafiig, untes eine beliebig kleine positive Gro3e verstanden.

Ist m == n, so konvergiert das Integral (72) in dem dweh| x| < 1 — e definierten Gebiete gleichmaRig, falls
es Uber eine Lini€—oo) erstreckt wird, sowie auch in dem durclac| -)1; | < 1 - e definierten Gebiete, wenn es Uber
eine Linie(+o0) erstreckt wird.

Der Fallm < n kann durch eine passende Substitutionen stetseswFallm > n zuriickgefihrt werden.

Es bezeichn& in (72) nach den Umstanden eine Lil@et i co) oder(—oo) oder(+o0), SO wollen wir zeigen,
daf (72) in seinem Konvergenzbereiche eine hypergesche Funktion darstellt.

Vergleichen wir zunachst das Integral (72) mit delgenden
1 -z-1
Y1 == —zﬂ.ﬂ LF[Z-I— 1]X cﬂZ, (75)

welches aus dem ersteren durch eine zur reelleseAphrallele Translation— z+ 1 des Integrationsweges erhalten
werden kann, so ist nach dem Satze von Cauchy

yi=y+S (76)
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wo S die Summe der Residuen véilz] x* bezeichnet, welche zu den vanbei der Translation passierten Polen
gehdren. Wird dabei voln kein Pol passiert, so iStidentisch gleich der Null.

Setzt man nun zur Abkirzung
flzZl=ag-—a1z+azZ+)+ - -+(-DManz(z+1)- - -(z+ m-1), 77

0z ==by-b1Z+D+b(Z+ 1D (Z+2)+ - - - +(=D)" by (z+ 1)- - - (z+ M), (78)
so ergibt sch mit Benutzung von (72), (75) und (76)

1
aoy+a1xy'+~-+amxm>/m>==—.ff[Z]F[Z]X‘Zdz
27i Jy.

1
X(bp y+by Xy + « -+ +bpy XM yM) == 5 fg[z] Flz+1]x?dz
T Jp
—X(bgS+by XS+ - - - +bp X" SM).

1
ag YIX1+ ag X y'[X] + am x™ Y™ [x] == 2—” ff [Z1F[Z] x*dz/.
1
{y - Function[x, — fF [2x7%dz]} /. {m > 2} /.
2ni
{fa_dz:—» a} /. {f[2 » a — a1 2+ & z(z+ 1)} // Simplify
True

X (bg YIX] + by X y'[X] + by x™ y™[x]) == %{ fg[z] Flz+ 1] x%dz
— X (bg S[X] + by X S'[X] + by X™ S™[x]) /.
{y - Function[x, %{ fF [z+ 1 x> dz-S[X]]} /. {m > 2} /. {fa_dz = a} /.
{0[z] » bp— Dby (z+ D) + by (z+ 1) (z+ 2)} // Simplify

True

Bezeichnet schlie3lich[Z] eine die Gleichung
flzZl F[Z] + 9[Z F[z+ 1] == O, (79)

erfillende Gammafunktion, so erhalten wir fir (@@ Differentialgleichung

(a0+box)y+(al+b1X)Xy'+...+(am+bmx)xmy(m) (80)
=—X(bpS+b; XS+ - - - +by X" S™).



Mel1910.nb © Norbert Sudland 31

1

ao yIX] + a1 X y'[X] + am X" Y™ [x] - ff[Z]F[z] X2dz+

2ri

1
X(boy[X]+b1xy'[X]+bmxmy““)[X])—(—2 ,fg[Z]F[Z+1]X‘chz
L

— X (g S[X] + by X S'[X] + by, X S(m)[x])] ==
(ap + bo X) YIX] + (a1 + by X) X y'[X] + (@m + bm x) X™ y™[x]
— (=x (o S[X] + by X S'[X] + by, X™ SM[x])) /. {F[z] - _fi[[?]— Flz+ 1]} // Simplify
V4

True

Die rechte Seite dieser Gleichung kann auf die Form
2 X" RLogix], (81)

gebracht werden, wo diR ganze rationale Funktionen bezeichnen, wahrend deelle oder komplexe Zahlen sind.
Die Residuen voft [z] x~? haben namlich die Forst R[Log[x]].

ResidugGamma[z] Gamma[z + 1] Gamma[z + 2] Gamma[z + 3] X%, {z, —#}] & /@ Rangd0, 3]
{2, x(~2+ 4 EulerGamma: Log[X)),

1
~ 52 x? (51— 120 EulerGamma 96 EulerGamnta+ 472 + 6 (5 + 8 EulerGammpLog[x] + 6 Log[x]),

1
3888 (3 (6929- 14508 EulerGamma 11232 EulerGamnfa- 3456 EulerGamnia+ 46872 —

432 EulerGamma? — 9 (403- 624 EulerGamma 288 EulerGamnfa+ 1272) Log[X] —
54(-13+ 12 EulerGammg_og[x]? — 54 Log x]® + 54 PolyGammg2, 1] +
54 PolyGammg, 2] + 54 PolyGammi2, 3] + 54 PolyGammg?, 4]))}

Hat der Integrationswed. eine solche Lage, dal der zur imaginaren Achsallede Teil vonL bei der
Translation z - z+ 1 keinen Pol vonF[z] passiert, so wird die Differentialgleichung nacknd oben Gesagten
homogen.

Versteht man, was auch sehr zweckmaRig ist, untar dyypergeometrischen Funktion jede Losung einer
homogenen oder nicht homogenen Gleichung der F8G) @leren rechte Seite auf die Form (81) gebrashtien
kann, so ist zu beachten, daf? diese Definitionscheinbarallgemeiner ist als die friherBie rechte Seite (81) kann
namlich stets durch abwechselnde Multiplikation fmittenzen vonx und Differentiationen zum Verschwinden
gebracht werden, wobei die linke Seite zwar ihrdr@ing, nicht aber ihre Form andert.

*) Annales de I'Ecole Normale, Sér. Il. T. 12. 1883

**) Sopra una trasformazione delle equazioni ddfeziali lineari in equazioni lineari alle differemze
viceversa. Rendiconti del R. Istituto Lombardo,i&ét, vol. 19, fasc. 12-343. 1886. Sulle funzioni ipergeometriche
generalizzate. Rend. d. Accad. dei Lincei. Vofadc. 12, 13, S. 792499. 1888.



32 © Norbert Sudland Mel1910.nb

m 8 11. Jede hypergeometrische Differentialgleichunigann mit Hilfe von
Gammafunktionen vollstandig integriert werden.

Nach dem vorigen Paragraphen stellt das Integ@| (¥o F[2Z] eine beliebige Gammafunktion uhdnach den
Umsténden eine Liniéa + i oo) oder(—oo) oder(+o0) bezeichnet, stets eine hypergeometrische FunkionEs fragt
sich nun, ob auch umgekehrt jede solche Funktioahd{r2) darstellbar sei.

Auf Grund der am Schluf? des vorigen Paragraphenagaten Bemerkung kdnnen wir uns éwdmogene
hypergeometrische Gleichungen beschranken. Esié#i3tun folgendes nachweisen.

Es sei
(@+bgX) Y+ @ +b X)XY' + - - - +(@m+ b X) X" y™ =0 (82)
die zu integrierende Differentialgleichung. Durdheseinfache Substitution kann man stets bewirklaft a,, und die
letzteb, von den GréRRehy, by, - - -, by, welche von Null verschieden ist, beide glelcsind. Man bilde nun
. PIAX] X
(@0 +bo X) YIX] + (81 + by X) X y'[X] + (@ + b X) X™ Y™ [x] /. {y - Function[{x}, ] x- _A_} /.
{m - 3} // PowerExpand// ExpandAll
piXlao  xpiXibo  xa pxl  ¥bi X xagp¥  xths pUIx
B AB B AB B AB
Solve{bz == AB, ag == B}, {A, B}]
bs
A- — B-a
fla 2 B> a)
flzl =ag—a1z+az(z+ )+ - - -+(-D"ayz(z+ 1)- - - (z+ m-1), (83)

Druckfehlerkorrektur:

flzl==ag —ayz+ayz@+1) + ---+(-D"anz@Z+1)---(z+m-=1),

g[zZl==bg—by (z+1) + by (z+ 1) (z+2)+ - - - +(-1)" by (z+1)- - - (z+ n), (84)
und setze
f[z1 = (=)™ (2~ p1) (2= p2)- - - (2~ pm), (85)
9(zl = (-1)"(z- 1) (2= 02)- - - (Z= o), (86)
Glz]==T[z-p1]- - - T[z=pm]T[L+01-2]-- - T[1+ 0, -7, (87)
P[z] == Sin[z(z— ¢1)]- - - SiN[7 (Z— Cy)] zml m (88)
y=1

wo die C unbestimmte, diec aber bestimmte Konstanten bezeichnen, unter d&same zwei sich finden, deren
Differenz gleich einer ganzen Zahl ist.

Dasallgemeine Integralon (82) laf3t sich dann in der Form
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1

2ni

y = f Glz] P[z] x ?d z+ R[x, Log[x]], (89)
L

darstellen, woL nach den Umstanden eine in geeigneter Weise gmwéhlie (azioo) oder (—oo) oder (+o0)
bezeichnet, wahrerd eine endliche Summe der Form (81) bedeutet.

(@ + by X) YIXI + (a1 + by X) X Y'[X] + (@m + b ¥) x™ Y™ [x] == 0.

1
{y - Function[x, Py f GlZ Pz x™*dz]} /. {m - 2}
Ty

% /. {a__xt fb_dz:—» afb X d z
% /. {d_(fc_dz) (@ +b_x)=»d afcdz+d bevaIuate[xc/. {z>z+1)1d2)

% /. {fa_dz > a} /. {ag > 1, b > 1} // Simplify
% [ {ag+z(1+z—a) = (-D"(Z-p1) Z—pm). bo+1+2(2+2z-by) » (-1 (z—01) (z— )}

% /. {G[z_] :-» Gamma[z — p;] Gamma[z— p,,] Gamma[l + oy — Z] Gamma[l + o, — 2]} // FullSimplify
% /. {P[z+ 1] » (D)™™ P[Z]} /. {m - 2, n > 2}

B ([x2G[z] P[2) d 2) (a + X bp)
2n M
IX([x 222 P[Zd?) (a1 +xb) 1X2([x%?(-1-22zFZ P[4 d2) (az + Xy
+ =
2r 2r

B ([x*G[z] P[2 d 2) (a + X by) .
2n
| ([x?24ZPlzld2) (s +xb) 1 ([x?(-1-22FZ P[Zd2) (ay + Xbp)
+
2n 2n

B ([x*G[Z] P[2]d2) a9 . | ([x?zGZ PlZld2)ay .
2n 2n
| ([x?(-1-2zdZPlzld2a; | ([x?*G[1+2ZP[1+2Zd2)by .
2n 2r
| ([x?2(1+2G[1+ZP[1+2Zd2)b . | ([x?(-2-2(1+2G[1+ZP[1+2Zd2b,
2n 2n

—zi (I X 2(G[Z]P[Z] (ag + z(1+z— 1) + G[1+ Z] P[1+ Z] (bg + 1+ 2) (2+ z—Dby)))) == 0
T

1
5 (I X *((-D)™G[Z P[Z] (z- p1) (= pm) + (D" G[1+ 2] P[1 + Z] (z- 1) (z— o)) == 0

1
~ox (I x*Gammal + z— p1] Gammal + z— pp]

Gammal — z+ o1] Gammdl — z+ o] ()™ P[Z] + )" P[1+ 2Z])) ==0

True

Plz+1] == -P[Z] /. {P[z_] =» } 1/ FullSimplify

Sin[z (z—-¢1)]

True
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Durch diesen Satz erweist sich die Theorie der Gamumd der hypergeometrischen Funktionen als ein
zusammengehoriges, abgeschlossenes Ganzes. Diaminglikhe Lehre von der Gammafunktion und den Ealexs
Integralen ist nur ein Bruchstuick dieser allgemeineT heorie, welche an Einheitlichkeit nichts zunathen ubrig Iaf3t.
Die Einheitlichkeit wird durch die Cauchysche Intdtheorie zustande gebracht.

In der vorliegenden Arbeit beweise ich meinen Saizfiir den wichtigsten Fath == n. Hinsichtlich der tbrigen
Féalle muld ich den Leser auf meine Arbeit in Actati Bd. 25 verweisen. Der folgende, auf der Tieakér
reziproken Funktionen basierende Nachweis ist \n oh Acta Math. vorkommenden géanzlich verschieden.

m 8 12. Integration der hypergeometrischen Differenalgleichungen in dem
bemerkenswerten Fallem=n.

Ist fur die Differentialgleichung (82jn==n sowie a, == b, == 1, so besitzt sie die drei singularen Stellen
X==0,X==—-1, X == co.

@+ by X) YIXI+ @ + b )XY [XI+ A+ X)x"y™W[x]==0/.{x > # m-> 3} & /@ {-1, 0,00} //
MatrixForm

(a0 — bo) Y[-1] - (a1 - by) Y[-1] == 0
2 y[0]==0
(8 + 00 bp) Y[eo] + o (B + 00 by) Y'[e0] + 00 YI[eo] == 0

In diesem Falle konvergiert nun das Integral

a+i co

y==J[x a] = —1- GlZ P[z] x ?d z (90)
2ni

a—i oo
in der ganzenx-Ebene mit Ausschluld der negativen Hélfte der eeefichse.
DennGlz] P[Zz] laft sich linear durch Ausdriicke der Form
Glz] Sin[z(z-¢y)] - - - Sinfx (z- Ch-1)], (91)

darstellen, und der absolute Betrag dieses Ausdriakn nach § 4 (25) auf die Foem !l s, t] gebracht werden, so
daf (90) nach § 8 Satz (l.) in jedem durch

1
—(r—¢€) < Arg[X] < +(7 —¢), e<’x‘ <(—), (92)
definierten Bereiche gleichmafig konvergiert, uateine beliebig kleine positive Zahl verstanden.

Nach § 10 genlgt (90) der Gleichung (82), wenn d&m Integrationswe@a + i oo) eine solche Lage erteilen
kann, daf3 er bei der Translatibr> z+ 1 keinen Pol vorG[z] passiert. Dies ist stets mdglich, falls die Grégamdo
eine gewisse Bedingung erfilllen. Die Pole @jd] sind als Glieder in dekn arithmetischen Reihen

pvapv_ly"'apv_ka"' (93)
v=1,2,---n,

o, +1,0,+2,---,0,+k, --- (94)
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enthalten, und zwar ist der betreffende Pol gifacher, falls erp Reihen gemeinschaftlich ist. Liegen nun alle Penkt
P1, P2, -+ pn links, sowie alle Punkte; + 1, 0o+ 1, - - -, o + 1 rechts von dem Parallelstreifen

Rep,] <a=Rdzl <a+1<Rfo, +1], v=12,---n, (95)

so hat der Integrationswdg + i o) offenbar die gewiinschte Lage. Gibt es aber zub&esen solchen Streifen, so
&Rt sich, wie in meiner genannten Arbeit gezeigirde®, durch einfache Operationen stets bewirkefd de
Grolem, o diese Bedingung schlie3lich erfiillen.

Das Integral (90) genugt also unter dieser Vordmssg (95) der Differentialgleichung (82). Es fragth nun,
ob es dann auch das allgemeine Integral von (82udtellen vermag. Dal3 dies wirklich der Fall iginnen wir auf
Grund unserer in 8 8 entwickelten Theorie der mekipn Funktionen sofort nachweisen. W@|lz] P[z] als homogene
lineare Funktion mit unbestimmten Koeffizienten voAusdricken der Form (91) betrachtet werden kamists/ eine
ebensolche Funktion vam partikuldren Integralen von (82). Diese missenFeindamentalsystem bilden, denn sonst
kénnte man die unbestimmten Konstanten so bestimdafy identisch verschwénde. Hieraus wirde aber wegen de
letzten in § 8 enthaltenen Satzes weiter folgefy dach die entsprechende reziproke Funk@jr] P[z] identisch
verschwénde, d. h. dal3

_&— + ... __+_(:n—
Sinr (z=¢1)] Sinz (z— cy)]

identisch gleich Null ware, ohne daf3 aflegleich Null waren. Da dies bei der Gb®r, - - -, ¢, geltenden Annahme
unmdglich ist, so ist unsere Behauptung erwiedas;Integral (90) stellt also unter der obigen asaetzung (95) das
allgemeine Integral von (82) dar.

Da der Konvergenzbereich von (90) die garZebene mit Ausschlu’ der negativen Halfte der eaefchse
umfaldt, so hat (90) einen wertvollen Vorzug vor fiandie Integrale von (82) geltenden Reihenentivicgen, die ja
nur in einer begrenzten Umgebung der singularefieSt&onvergieren. Welchen Nutzen man hieraus ziekenn,
werden wir gleich sehen.

Vergleichen wir das Integral[x, a] mit J[X, a—k] und J[x, a+ K], welche aus dem ersten durch Schiebung
des Integrationsweges resp. in der negativen ursitiymn Richtung der reellen Achse entstehen, s;magh dem
Cauchyschen Satze

JIx a] = ZRV+J[X, a—Kki,
Ix, al ==Y (R), +J[x a+Kkl,

wo R, und (R"), die Residuen bezeichnen, welche zu den zwischanbd@effenden Integrationswegen gelegenen
Polen gehoren. Aus dem am SchluRR des § 5 erhal&aiee folgt aber ohne Mihe

kIiinmJ[x, a-k]==0 for |x| <1,

I(Ilm JIx,a+k]=0 for ’x’ > 1.

Fur J[x, a] ergeben sich also zwei Reihenentwicklungen, vamedelie eine fur] x| < 1, die andere fur| x| > 1
konvergiert. Diese Reihen sind logarithmenfrei oddétr Logarithmen behaftet, je hachdem die zugeldri§ole von
Glz] P[Z] einfache oder mehrfache Unendlichkeitsstellen.dimdnachfolgenden wollen wir der Kiirze halber den
ersteren Fall in Betracht ziehen.
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Zu dem(Druckfehlerkorrektur: Bis zum)Ende setzen wir voraudall unter den Differenzen
Pu— P und o, -0y (96)
fur & # v keine ganze Zahl sich findé&uRerdem nehmen wir fortwahrend daf? die Bedingung (95) erfullt ist.
Unter der Voraussetzung (96) kénnen wir diePfiz] vorkommenden Grof3eny, - - -, ¢, entweder mit dep

oder mit dero identifizieren. Hierdurch und durch Erwéagungen|cle den in § 3 vorkommenden ganz ahnlich sind,
ergibt sich die folgende wichtigdentitat:

n

. Sin[n(z- o] : A,
Plal = H n [Zl Sinir (z- py)] )

y=1
n (97)
B 1_[ Sinz(z-0,)] (< nB,
B Pis &4 Sinn(z-0,)] '
v=1 -
Setzt marz == p1, - - -, pn, SO werden diéA linear durch dieB ausgedriickt; setzt man dageges o1, - -+, o, SO
werden umgekehrt diB linear durch dieA ausgedrickt.
Fur unsere fundamentale Funktion
n n
Glz] = H riz-p,)-| [T11+0,-2 (98)
y=1 v=1
erhalten wir mit Benutzung von (7) die beiden Austte
n T n T
G -= —_— | == - |,
=6t [1_[1 Sirix z- p)] ] 7 [ﬂl Sirir (z- m)]) (29)
wo
N T[l+o0x—-17 o Tz- pid
oa=([11ing) ra=(1 ) 100)
n n
612 ]_[ ——  _|==w l_[ — |
_L siniz z- p))] L sinz@-o1 )"
N T+ 0y -7 " TIz- pi]
0’ — —
{612 - l_l — = H[z] » l_[ —pk} /. {T » Gamma, n - 1}
L] [+ px -7 L] I'[z- oyl

% // FullSimplify

nCsdn(z—- ppl Gammdl —z+o01]  7Csdn (z—01)] Gammdz— p4]
Gammal — z+ p4] T Gamméz— o]

True

Vermoge (95) verhalt sicg[Z] regular in der HalbeberiRe[z] < a+ 1; und in derselben Weise verhalt sigf{z] in
der Halbeben®e[z] > a.
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Wegen (97) und (99) erhalten wir nun Bfz] P[Z] die beiden identischen Ausdriicke

Gl Plz] = Z]Z Slnn(z p,)] H ]Z Sln[n (z oi)] (101)

und zugleich fud[x, a] die beiden entsprechenden Darstellungen

n n

(c0)
JIx a] = ZA. '[x] = ZB. J X (102)
i=1
WO
(3) . 1 a+1 0o bd _Zd 103
M=o fa_m Sinr (z—po] J1AX 4% (103)
(c0) 1 +i co T .

Infolge der erwahnten Beschaffenheit vgnund H in den oben genannten Halbebenen erhalt man nswnbers

©) (00)
einfache Entwicklungen fur dig;[x] in der Umgebung der Stelbe== 0 sowie fiir die Jj [X] in der Umgebung von
X == oo, Und zwar ergibt sich

© - ,
I =x7" > Glp—vI(=x"  fur(Ix)<1, (105)
=0
y=1,2,--n
() 1,7+ & 1\ .
IM=(Z) D Hei+1ev(-=)  fur(xp>1. (106)
v=0
. Gammaz- pil GammalL— (z— p))] // FullSimplify
Sin[x (z- pi]

True

Plusee@ Residue[

b3 : Gammal+ ool -7]
l_l X% {z, ppl-#] & /@ Rangd0, 4| /.

Sin[x (z— ppl)] ] Gamma[l + ppl - 7]

{ppl > p1, 00l > 01}

4 M1+ 0x—7]
% == x"F i — -x)" /. K —_—
b ==X v§=og[p v (=x)" /. {Glz_] »|k_1| r[1+pk-z1}/

{I' > Gamma, n - 1, p; - p1} // Simplify
XP* Gammdl — p1 + o1] — XEF* Gamméd2 — p1 + o] +

1 1
= X" Gammé3 - p1 + o] - 5 X3P1 Gammdd — py + o1] + > X*P1 Gammd5 — p; + 071

True
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) n Gamma[z - pp1]
Plusee |-Residud — | | X% {z, ool+1+#)] & /@ Rangd0, 4]| /.
Sin[x (z— o0)] = Gamma[z- ool]

{ppl > p1, o0l > 01}

o+l r
==3) ZW“”](-—) ZanpE=—l
Ok

{I' > Gamma,n - 1, o -» o1} // PowerExpand// Simplify

X171 Gammal — p1 + 1] - X 277t Gammé2 — p1 + o1] +

1 1
= x ¥ GamméB3 - p1 + o] - 5 X471 Gammdd — p1 + 01] + — X7t Gammds — py + 01]

24
True
Die vollstandigen Ausdricke fir die Koeffizienteruten nach (100):
T+ 0y —pi + V]
Glpi—vl= , 107
p [H EEy——— (107)
n n
INli+ox—pi+vl I'Ni+oyx-12]
]_[Fl - ==]_[r1 7 |
L_L T+ pi—pi+v] | 1 Tl+pc-2
True
N T+ 0i— px+ V]
Hloi+1 == .
o7+ 1+v] [lkl T[l+0—ok+v] (108)
L+ +v] " Tlz- pil
o — v -
l_[ |~ Px == l_l—pk [ {z-> 0 +1+v}
1+ o0i—ox+v] I'[z-oy]

k=1 k=1
True

Fragen wir nun nach deflbergangssubstitutiongnwelche von dem Fundamentalsystem (105) zu dem
Fundamentalsystem (106) und vice versa filhrenrgeben sie sich aus der Identitat (102). Setzt mag= 1, alle
UbrigenA aber gleich Null, so erhalt (102) die Form

() N o )
Ix=> BYJIx k=1,2--n (109)

i=1

Setzt marBy == 1, alle UbrigerB aber gleich Null, so hat man
ix -—ZA.(")J X k=1,2,-n (110)

Die KonstantenBi(k) ergeben sich aus der Identitat (97), indem mano, - - -, oy setzt, wahrend alléd aulRer
Ay == 1 gleich Null gesetzt werden; und in entsprecheideise berechnet man d@ék). Man findet hierdurch

B [ 1" sinx @ - o) = [ | Sintx 07 - 1, (111)
v=1

v=1
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i=1,2,---,n,
0 i) n(k
i . ) .
AR T ] sinx i —p)l=] | Sinx (o - o), (112)
v=1

v=1

wo durch(k) und(i) bezeichnet wird, da3den Wertk resp.i nicht erhalten soll.

(1424 Sinlz (07 = p)D) 10 2 ke1 Sinlz (07 = p,)]

substitutionrule = {B;_j_:»

(1524 Sinlz (1 = 0D [Ty <ice2 Sinl (01 = )]
(T2, Sinl (o1 = po))) 15142 Sinlx (o1 = py)]
{Bi k= (Ht;% Sinx (i = p)D) [Ty-ks1 Sinlz (07 = py)] |
= (A Sinx (07— o)D) [T, Sinlx (07 - 0]
A o o IBISIT (P =)D [T Sinlr (o = )
T (LA SinT (o — p)D TT)_ipy Sinlz (o1 — py)]

. 7l'Ai H . JTBi
Z —— Z ——
6l ]Z:A Sin[x (z- pi)] [ ]Z Sin[z (z-07)] /

i=1

Ai_,k_ g

R e =l
k=1 k=1
{I' > Gamma,n = 2} /. {A; = 1, A, = 0, Bi_ = B 1} // ExpandAll
% /. substitutionrule /. {n - 2} // FullSimplify

nCsdnz—mpi] Gammdl — z+ o] Gamm@l — z+ 0]
Gammdl — z+ p1] Gammél — z+ p,] o
nCsdnz— o] Gammdz — p;] Gammaéz — p,] By 1
Gammaz — 1] Gamméaz — o] M
nCsdr z— mop] Gammdz — p;] Gammdz — p,] By 1
Gammaz — 1] Gammaz — o]

True

(M52, Sinfz (07 = 7)1 [< 44 Sinlz (@ = )]
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. T A " . 7 Bj
Z ——————— == Z Y
6l ]Z:A Sin[x (z— pi)] []Z Sin[z (z-07)] /

i=1
o= | g w0 | oy
k=1 k=1
{I' > Gamma,n - 2} /. {B, » 1,B; » 0, A__:» A} // ExpandAll
% /. substitutionrule /. {n - 2} // FullSimplify

7 Csdrnz—rmp1] Gammdl — z+ o] Gammal — z+ o2] A1 2
Gammdl — z+ p1] Gammdl — z+ p5] *
nCsdnz—mp2] Gammal — z+ o1] Gammadl — z+ 02] Az 2
Gammal — z+ p1] Gammgl — z+ p;] -
nCsdnz—noy] Gammgz — p1] Gammaz — p;]
Gammaz - o1] Gamméaz — o]

True

Auf die Behandlung anderer mit der Integration vdiypergeometrischen Differentialgleichungen
zusammenhangender Fragen missen wir bei diesegdbdleit verzichten.

m 8 13. Die gewo6hnliche hypergeometrische Differentigleichung.

Fur die Gleichung zweiter Ordnung

dy d?y
(a0+box)y+(a1+b1x)xw+(1+x)x2W:: , (113)

welche durch die Annahmen

X=—t, a=0, ay=y bo=aB bi=a+p+1,

(114)
plzzo, p2::’y—1, 0'1::a—1, 0'2::[3—1
in die gewohnliche GauR-Kummersche Gleichung
d?y dy
(1—t)tW+(y—(a+ﬁ+l)t)%—a,By::O, (115)

Solvdag—a;z+az(z+1) ==0/.{ag > 0,a; » y, a» » 1}, 7]
{{z-> 0}, {z> -1+v}}

Solvdby— by (z+ D+ by (z+ D) (z+2)==0/.{bg»> a B, by > a+ B+1, b, > 1}, 7]

{z--1+a},{z>-1+p}}
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#
" & J@ (@ +boX) YIXI+ (@ + b1 X)X y'[XI+ 1+ x) x? y"'[x] == 0/.

{y = Function[{t}, y[-t]], x » —t, a0 > 0,8, » v, by = a B, by » a + B + 1} // Simplify
DSolvd(ag + bg X) Y[X] + (@1 + by X) X y'[X] + (1 + X) NG V' [IXI==0,yIx], X] /. {x—» —-t,a0 > 0,81 - vy,
bp > apB, by —»a+pB+1,C[1] » C[1] (-1 // Simplify // PowerExpand// ExpandAll

—a Byt +t(-td+a+ P+ Yl - (-1+D)t2y[t]==0

{{yl-t] - C[2] Hypergeometric2AB, a, y, t] + t¥™¥ C[1] Hypergeometric2H1 + 8-y, 1+ a -7y, 2— 7, t]}}

Ubergeht, gestalten sich die Formeln (105) und)(idlgendermal3en:

(e

© ZF[1+0'1—pi+v]F[1+0'2—pi+v](

Ji[x] =x7*
= T+ p1—pi +VIT[1+ p2 = pi +V]

)", (116)

Table]

oo

L Z Gamma[l + o1 — p; + v] Gamma[l + o — p; + V]
X 1

=X/ {p1=0,po=y-1l 01> a-1,
Gamma[l + p; — p;i + v] Gamma[l + p, — pi + V] P pz !

v=0

o, = B -1} // FullSimplify // FunctionExpand, {i, 2}] // MatrixForm

Gamméa] Gammag] Hypergeometric2Ra,8,y,—X]
Gamméy]
XY Gammal+a—y] Gammél+pS—y] Hypergeometric2f1+a—y,1+—y,2—y,~X]
Gamm§2—y]
i==1,2
<30>[X] _ ( 1 )wl S IMl+0i—pr+VIT[L+ 05— pa+ V] ( 1 ) 117
! —x = IMNi+oj—o1+vlI'l+oj—02+ V] X ( )

1\ Gamma[l+ o — p1+v]Gamma[l+ o — pr +v] 1y
Table|| — ——| /. 4p1>0,p2 >y -1,
X Gammal+ o — o1 + v]Gammal + o — 05 + v] X

v=0
o> a-1, 0, > B-1}//FullSimplify // FunctionExpand, {i, 2}] // MatrixForm

()" Gamméa] Gamméal+a—y] Hypergeometric2fir, 1+a—y, 1+a—fB,— x|

Gammal+a—pf]

(é)ﬂ Gammé4p] Gammal+p—y] Hypergeometric2H8,1+ 8-y, 1—a+ﬁ,—é]
Gammgl-a+p]

wahrend die Ubergangssubstitutionen (109) und (@i0Form erhalten:

O ; (00) ; (c0)
__ Sinx(o1-p2)] Sin[z (62—-p2)]
IlX = S S X+ Sireeyr 21X (118)
O ; (00) ; (c0)
__ Sinx(o1-p1)] Sin[z (62—-p2)]
20X = Sz S X+ Sireoyr 21X

Druckfehlerkorrektur:

o Sinlr (7= 5 Sinlr (o2=p2)1 5
NN = S 11X S ooy J21X):

O Sinir (g1 -p0] &) Sinlz (7=pv1 5
JolXl = S 11X * Sironr J2 X1
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) 1 (c0) o 1
IX] == Z Bix Ji [X] /. substitutionrule /. {n » 2, k » #} & /@ Range[Z]] /.{Csdz_] =» S'_[T} //
. S 12
i=1
MatrixForm
0 - ® . *
__ Sin[x (=p2+01)] h[X] Sin[z (=p2+02)] J2[X]
‘Jl[x] - Sin[n (o1-07>)] Sin[r (—o1+03)]
Jo[x] == SMrCprranlild | Sir(prrol i
2 - Sin[n (o1—07>)] Sin[n (-o1+03)]
(o) siniz (p1=o2)] ¥ Siniz (po—02)] ¥
I X1 = Sripepar X+ Siro, 0y 21X (119)
(o) siniz (p1=orp)] ¥ siniz (po—orp)] ¥
DX = S por X+ S, J2lX-
Druckfehlerkorrektur:
() Sinir (pr-o)1 O Sintr (-1 ©
Jl [X] - Sinlz (o1 —p2)] J]_[X] + Sin[z (L2 —p1)] JZ[X]’
(e0) sinir (p-o] O Sinlr (p—o] ©
J2X1 = e X+ sy J2lX]
(o) n ) o
J[X] == Z Aix Ji[x1 /. substitutionrule /. {n - 2, k » #} & /@ Rangd2] | /. {Csdz_] =» S'_[T} //
. S (2
i=1
MatrixForm
© Sinlx (ol Xl Sinix (op-02)] BI
__ 2INr(p1—03)] hiX N (p2—02)] J2|X
Ju[X] == Sinz (p1-p2)] Siniw (—p1+p2)]
0 0
Tyl —_ Sinx(pi—o)] KXl | Sinlx (pp—0)] B[x]
JoX] == Sinz (p1-p2)] Sinz (—p1+p2)]

Durch die Annahmen (114) erhalt man die gewdhniicRermeln, wobei allerdings die oben gewonnene Ssimen
einigermalen verloren geht.

m 8 14. SchluBbemerkungen.

Einen wichigen Platz in der Theorie der Gamafumktiat stets die Stirlingsche Formel eingenommeriner
frheren Arbeit*) habe ich eine Herleitung dersallgegeben, welche von den gewdéhnlichen Herleitungamie von
der vonsStieltjes*) herrihrenden ganzlich verschieden ist, und Wwelzugleich mit der in § 8 entwickelten Theorie der
reziproken Funktionen in einheitlichem Zusammenleastght. Jene Formel ist in der Tat in der Formel

%+ioo T XZ
LOg[F[X+ 1]] =-Cx- ni fé;__ioo m{[ﬂ?dz (120)
gammalogseriefl] = Serie§Log[Gamma[x + 1]], {X, 0, 5] // Simplify
2x 1 n* x

PolyGammg2, 1] x° 1 PolyGammgd, 1] x° + O[x]®
+g y ’ ] + 360 +E‘O y ’ ] + []

—EulerGamma +
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gammalogserieR?] =
z

Zeta[z] f—, {z. 2+ #)] & /@ Rangd0, 3])
z

—EulerGammax — Plus @@ (—Residue{ .
Sin[x Z]

e oty 1
+

—EulerG -=
ulerGamma + 12 360 _ 3

X2 Zetd 3] — % x> Zetd5]

gammalogseriegl] == gammalogserief?] // Normal // FullSimplify

True

PolyGammd#, 1] + Gamma[# + 1] Zeta[# + 1] & /@ Rangd7] // FullSimplify

{71_2, 0, 27t 0. 167 16718}
3 15 63 15
?Zeta

Zetds] gives the Riemann zeta function. Zgstagd gives the generalized Riemann zeta function.

? PolyGamma

PolyGammégz] gives the digamma function gsi
z). PolyGammfn, Z] gives the nth derivative of the digamma function.
Gamma'[z]
Gamma[z]

PolyGammg0, Z]
enthalten, die ich hier ohne Beweis anfihre. Aussali Formel, welche einen bemerkenswerten Zusanangnh

zwischen der Gamma- und der Riemannschen Zetafumktiisdriickt, geht die Stirlingsche Formel durchi€ming
des Integrationsweges in negativer Richtung hervor.

4

Zeta[Z] il . {z. 1-#] & /@ Rangd0, a)
z

—EulerGammax — Pluse@ (Residue{ .
Sin[r Z]

e” // Simplify // ExpandAll

1

4. 1
~ 360, + 2% EulerGamma + x (-1 + EulerGamma- Log[X]) + > (Log[2 7] + Log[x])

1 1 1
E-woe 28 X4/2 71 x2*X

1
Series{Log[Gamma[; +1]], {x, 0, 4]

1
Series::esss Essential singularity encountered in Gan]in;(}a+ 1+ O[x]5].

Log[Gammé; +1+O[xP°]]

Vom Standpunkte unserer einheitlichen Theorie dem@a- und der hypergeometrischen Funktionen bittien
in der herkdmmlichen Theorie der Gammafunktion wonknenden Integralformeln einen verschwindend kieifeil
von den Beziehungen, welche Uberhaupt entwickeltdere kdnnen. Auf eine ausfihrlichere Darstellungsds
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Gegenstandes mussen wir bei dieser Gelegenheiichima. Zu welchen interessanten Beziehungen marbdii
gelangen kann, das zeigt eine Arbeitt) von Hé&fononoi, welcher seine Untersuchung ohne Kenntnis meighn z
Jahre friher entwickelten Theorie der reziprken Kionen vorgenommen hat. Eine Folgerung aus dem
Reziprozitatsgesetze (8 8) soll indes hier hendoobgen und an einem Beispiel beleuchtet werden.

Es sei @[x] eine Funktion der Klassé®) im Sinne des § 8. Dann laRt sigh auf mannigfaltige Weise
folgendermal3en als bestimmtes Integral darstellen:

dt

B[x] = f @[ X |e (121)
0

wo @, und @, ebenfalls gewisse Funktionen der Klaé#¢ bezeichnen.

Dies ergibt sich folgendermafen. BezeichiR§t] die der Funktion® entsprechende reziproke Funktion, so
kannF[x] (Druckfehlerkorrektur: F[Zz]) in der Formel

P[X] =

a+i 0o
- f FlzZlx?*dz (122)
a—ioco

auf mannigfaltige Weise als Produkt von zwei Fumin F; und F, der Klasse(F) dargestellt werden. Ich setze
voraus, daf¥; undF, ebenso wid- in der Umgebung jeder endlichen Stelle im Innend auf der Begrenzung des
Streifensa < Re[z] < B sich regulédr verhalten und daselbst bei wachsendgnt=| s+ it| durch die Formeln

|(Faz) | =" fils t],  [(Falz)| =" f[s 1],
|F[Z| =e M f[st], d1+02=0,

charakterisiert sind, wo di¢ und f die in § 8 angegebenen Bedeutungen besitzen. @emzi nurd; und®, resp. die
den Funktionerr; undF, entsprechenden reziproken Funktionen, so hat man

1 a+i 0o 00
O = f Filzl X *d z, Folz] = f O,[t] 7L dt,
a 0

2ni —i oo
—d1 < Arg[X] < +d4, a<a<p, a < RgZz] < B.

Setzt man in (122J[z] == F1[Z] F»[2Z] und fur F, den letzten Ausdruck ein, so folgt (121) durch \@éhking der
Integrationsordnung.

1 00 a+i oo dt
f [f F1il[z] ®,[t] t* x‘zclz] _—
2ni Jo a—ico t

a+i co X
% /. {f Fi[Z] ®,[t] 2 x 2 dz > <1>1[T] ®,[t]}
a

—i 0o

| f " (Lo
0

t

2n

00 Py ] Pt]
e g

2n

Ein einfaches Beispiel hierzu bildet die mit Hilfen (40) sich ergebende Formel

1 +i 0o 5 , 0o = dt
- [zl x“dz== et e —, a>0.
2ri a—i oo 0 t
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fo Tt ot # /- {If[a_, b_, _1 (Print[al; b)}
fm% x*tdx /. {If[a_, b_, _]: (Print[a]; b)}
%0 == Gamma[z]?

Rdx] > 0

2 BesselK0, 2vx|

Gamméz)?

True

In analoger Weise ergibt sich, daf3 auch jede Fomlder Klass€F) auf mannigfaltige Weise folgendermalRen
als bestimmtes Integral dargestellt werden kann:

1 a+i co
F[s] == sz Fi[s— 7] F>[z] dz (123)
a

—i 00
wo F1 undF, ebenfalls Funktionen der Klasge) sind.
1 a+i oo o)
f (f X2 ®,[x] F,lZ] xs‘ldx)dz
2ni a—i oo 0

% /. {foox‘l"S'Z(I)l[x] Falzldx - Fi[s—Z] F,[z]}
0

| L2 x b2 00X dx) Faol2l d 2
2n

I f_IIO:OFl[s— Z1Fy[zldz
- 2n

Fir Gamma- und hypergeometrische Funktionen mehhkéeeinderlicher 1aRt sich eine Theorie entwickeln,
welche der in dieser Arbeit auseinandergesetztiig aihalog ist.t1)

Helsingfors, Juni 1909.
*) Eine Formel fUr den Logarithmus transzendentankiionen von endlichem Geschlecht. Acta Math. 5.
**) Sur le développement de Idga). Journal de Math. (4) Bd. 5

1) Sur une fonction transcendante et ses applitatiola sommation de quelques séries. Annale€deld
Norm., 3. Série, T. 21. 1904.

t1) Siehe: Zur Theorie zweier allgemeiner Klassestimmter Integrale., Acta Soc. Sc. Fennicae. T1896.
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