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m 1.1. Frage

Wie reagiert eigedampfter Harmonischer Oszillataof einSteuersign&
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m 1.1.1. Vorbereitung

m 1.1.1.1. Laden vorFractionalCalculus

Global $FractionalCalculusPalette= True;
Get["FractionalCalculus’FractionalCalculus™, "© Gerd Baum ann, Norbert Stidland 1996-2013"]

——> Mathematica Kernel is working-——

"FractionalCalculus™Options™ is available-
"FractionalCalculus Variables™ is available-
"FractionalCalculus’Boole™ is available-
"FractionalCalculus"Gamma™ is available-
"FractionalCalculus’Synonyms™ is available-
"FractionalCalculus’FoxH™ is available—
"FractionalCalculus’SymmetricalDelta™ is available
"FractionalCalculus MellinTransform™ is available-
"FractionalCalculus’MellinBarnesSeries™ is available
"FractionalCalculus’RiemannLiouville™ is available-
"FractionalCalculus’Integral™ is available-
"FractionalCalculus’Weyl™ is available—
"FractionalCalculus’ErdelyiKober™ is available—-
"FractionalCalculus’Riesz™ is available-
"FractionalCalculus’IntegralTransforms™ is available

"FractionalCalculus FractionalDSolve™ is available:

——> FractionalCalculus is ready.——

——> FractionalCalculus version number: 1.022-

© Gerd Baumann, Norbert Sidland 192913

m 1.2. Antwort

m 1.2.1. Zugehorige Differentialgleichung

m 1.2.1.1. Mit Diracscher Deltafunktion

Die zu I6sende Differentialgleichung lautet Kiaftbilanz (vgl. [1998St6], Abschnitt 9.2.1.2-1., Seite251)
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f
Gleichung[1] = s" [t] + 26 S'[t] + w? S[t] == — 26]t]
m

2 8[t]

2 % _
WP sft] + 26811 + /[t == ——

Hier muss genau zwischen ddagarithmischen Dekremerdt und der Diracschen Deltafunktiafft] unterschieden
werden. Schon diese Ahnlichkeit der Bezeichnungsgtzdass der hier beschrittene Losungsweg ntegrsbegangen
wird.

m 1.2.1.2. Richtiger Vorfaktor vor der Diracschen Defafunktion

Die Laplace-Faltungder Diracschen Delta-Funktidifit] mit einer beliebigen SteuergréRe ergibt

zf e Plo[t] dt
0

LaplaceTransform[26][t], t, p, IntegralRepresentation— True]

% /.{C[_1=->1}
%%% == %

1
C[LaplaceTransformp]
1

True

Der Vorfaktor2 vor der Diracschen Deltafunktion ist somit koresigt

m 1.2.1.3. Laplace-Transformation
Die Laplace-Transformation der Gleichung ergibt:

LaplaceGleichundl] = LaplaceTransform[Gleichung[1], t, p]
Literature:[19740bé, 1.1.9, page 11[1993SKM, (7.20:
Literature:[19740bg, 1.1.9, page 11[1993SKM, (7.20:

f C[LaplaceTransformp]

p? LE[S[t]] + w? LE[S[t]] + 26 (p LP[S[t]] - S[0]) — p 0] — S[0] == —

Hier sind alle Anfangswertproblemeeines optimierten Fundamentalsystembericksichtigt. Die Konstante
Cl[LaplaceTransform, p] gibt an, dass bei der inversen Laplace-Transfoomaton p nach zum Beispiet eine
Heavisidesche Sprungfunktiaf{t] zum Teilergebnis zu multiplizieren ist. Mit Hilfdieser Konstantenist eine
vollautomatische Ldsung einkmearen Differentialgleichungn der Zeitt mit Mathematicaumsetzbar.

m 1.2.1.4. Analytische Auflésung im Laplace-Raum

Die analytische Auflésung im Laplace-Raum ergibt:
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LaplaceLdsundl] =
Map[Simplify, Solve[LaplaceGleichund1], LaplaceTransform[g[t], t, p]l] // Flatten // ExpandAll, {3}]

f C[LaplaceTransformp] p 90] 26 90] s[0]
+ + + }
m(p2 +2pd + w?) PZ+2ps+w?  p2+2pd+w?  pP+2pi+w?

(£Prsit)] -

Das Anfangswertproblesi[0] —» qu' fuhrt die inhomogene Lésung auf einen Teil der bgemen Losung zurtick.

m 1.2.1.5. Inverse Laplace-Transformation

Die inverse Laplace-Transformation dieser Lésungiber wobei fiir dieinhomogene Ldsunglie Heavisidesche
Sprungfunktior®[t] von Hand ergénzt werden muss:

Losung[1] = InverseLaplaceTransformLaplaceL6sund1], p, t]

et (6+\/ 62—w? ) (_1 + e2t\/62—w2 ) f o[t]

slt] -
{ 2mv 62 — w?
etV ) (L1 4 2P ) 5 0] + (1 + 2V ) V62 — w2 0] + (-1 + 2VF" ) g[0])

N }

m 1.2.1.6. Proben zur gefundenen L6sung
Die Probe mit der gefundenen L&sung ergibt:

Gleichung[1] /. {s » Function @@ {{t}, S[t] /. LOsund1]}} // Simplify
% /. {DiracDelta - SymmetricalDelta}

% /. {t > 0}
(o022 ) (2(1+e2t V m) Vo—o? DiracDeItdt]+(—1+c2"/52’“2 ) DiracDeIta[t])
f|-46[t] + T

2m

. [ st o to2-e?) (2(1+e2n/o‘2w2)\/52_75[t]+(_1+@2n/52m2)6(1,“]))
- +

Vo2—w2

2m

True

Die Anfangswertprobleme werden korrekt abgebildet:
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S[t] /. Losungd1]
% /. {t » 0} // Simplify
% == 9[0]

et (6+\/62—w2 ) (_1 + @2t\/62—w2 ) f o[t

2mvVe62 - w?
e VR (L1 4 2VFR ) 5 0] + (14 VP ) V52 — w2 0] + (-1 + 277 ) 5[0))
2V —w?
0]
True

0 (4[t] /. Losund1])
% /. {t > 0, f - 0} // Simplify
% == s'[0]

e—t(6+\/62—w2 ) (_1 + €2t\/62—w2 ) f DiracDeltdt] eZtvéz—wz —t(6+V62-w?) f o[t)
+ +

2mVé2 — w2 m
—t(o+Vo2-w? ) (_ 2t V62-u? —5-vV62—w?
e tOVPP) (L1 4 e ) f(-6-V2-w?)at] . 1 (@_t(Mrz_wz)(_d_\/éz_wz)
2mvé2 - ? 2V 62— w?

((—1+ &2V ) 5501 + (1+ V7 ) 62 - w2 0] + -1+ 2 V7= ) 5[0])) +
e tOVP07) (2 2NVFF 5162 02 0] + 2e2VFF (52 — w?) 0] + 22V 52~ w2 9[0))
2V5?—a?

S'[0]

True

Das war zu zeigen.

m 1.2.1.7. Schone Darstellung der Losung
Die gefundene Ldsung

Plusee # & /@ (Case$d[t] /. Losund 1] // ExpandAll, _#] & /@ {s[0], s'[0], 0[t]}) // Simplify
e t(e+Ve-w?) ((_1+(ezt\/52—w2)5+(1+€2tx/52—w2)m) §0]

{

2V 62— w?
et (0+VP=0?) (_1+(eztx/52—7)§[0] e teHVe-w?) (_1+(eztx/52—7) f o[t]
2V6? —w? ’ 2mVe? - o2

kann mit Hilfe der Kosinus-Funktion zusammengefasstden:
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Losung[1, schond =

Sin[ Vw2 -62 t
{s > Function ee {{t}, s[0] [e““ Cos[\j w?-52t]+ 5 L——l] +s'[0]
W2 — &2
sin[Vw2-621]) ¢ Sin[Vw? - 62 ]
et ———— |+ — Ot] [ ——— |}}
Vo2 - 62 m Vo2 - 62
e 5SintV-62+w? |
N i ~to 52 2
{s— Functior{t}, 5[0] [e Codty/ -62+w? | + N ] +
e SiMtV-02+w?|6ltl e Sint V-2 +w?|$[0]
+
mv -2 + w? V62 + w?

Die Probe mit dieser Lésung ergibt:

I

Gleichung[1] /. Lésund1, schéri // Simplify
% /. {DiracDelta » SymmetricalDelta}
% /. {t > 0}

f (—2 O[] +et0 (2 Cogt V-2 + w2 | DiracDeltdt] + Sirft v —52+f;1'3i2'a°'36“3[ﬂ ))

::0

m

f (—26[t] +et? (2 Codt V=62 + w? | 6t] + SiftV-5+? |50 V—(S;WZZ]‘“”“]))
V-62+w ——0

m
True
s[t] /. Lésund1, schor

% /. {t > 0}
% == 9[0]

e 5SintV-62+?]
g0]|e™ Codt+/ -62+ w? | + +
1 ] V=62 + w?
e SiMtV-02+w? |6l e SintV-62+w?|S[0]
+
mv—62 + w? V=62 + w?

(0]

True
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s'[t] /. Lésund1, schon
% /. {t—-0,f >0}

% == s'[0]
e f DiracDeltdt] Sin[t vV -62 + «? |
+
mv -2+ w?
e 62 Sint V-62 + w? | e f Codt V-62 + w? | O[t]
0] |- — e[ =62 + w2 Sint/ 62+ w? ||+ -
e f 5SintV-62+w? |6[t] 0 Codt m] <[0] e 5 SintV-62 + w? | S[0]
+e —-0‘+w -
mv —62 + w? V=62 + w?

S[0]
True

Auch diese Losungsdarstellung erfillt die Gleichund die Anfangswertprobleme.

m 1.2.2. Analytischer Synthesizer fur Klangerzeugung

m 1.2.2.1. Schone Darstellung der Losung

Die gefundene Losung

Losung1, schord
eSSt V-62+w? |
s— Function{t}, s[0]|e™*° Codty/ —62 + w? | + +
{ 1} qtv ] ——

e SintV-02+w?|6ltl e SintV-62 +w?|s[0] )
+
mv —62 + w? V—-62+ w?

gibt das Grundgerist der Lésung an:

Fur f == 0 wird dasAbklingverhaltereines Tones beschrieben.

Fur f # 0 muss eind.aplace-Faltungmit der inhomogenen Lésung bestimmt werden, umAtddingenund Klingen
eines Tones zu beschreiben.

m 1.2.2.2. Erzwingen einer Sinus-Schwingung
Die Laplace-Faltung mit einer Sinus-Schwingunglargh Resonanzfall
Losung1, Sin] =

t
f (s[t — 7] /. Lésund(1, schéd /. {s[0] - 0, s'[0] - 0, 6[ ] —» 1})Sin[\/ w? - 82 7| d [/ FullSimplify
0

2¢7% 1 (6 Cosh 2] Sint V=62 + w2 | - 2V=6? + w? Codt V=62 +w? | Sini 2 )
- mé (362 - 4w?)




8 © Norbert Sudland Gedaempfter.Harmonischer.Oszillatth

Fur grof3e Zeitehergibt sich hier eine reine Sinus-Schwingung reisetzter Phase:

Losung1, Sin] /. {CosHx_] =» Exp[x], Sinh[x_] - Exp[x]} // Simplify
41 V-62+w? CotV-62+aw?|-2f5SintV-62+a?]

3mé3 -4mé w?

Die Laplace-Faltung mit einer Kosinus-Schwingungjlgrim Resonanzfall

Losung[l, Cod =

t
f (s[t — 7] /. Lésund(1, schéd /. {s[0] » 0, s'[0] » 0, 6 ] - 1}) Cos{\/ w? - §2 7| d // FullSimplify
0

B s — 5, ¢ (04202426 (-w) (5+w)) Sinft V=5 a2 |
f(( l+e )5005[11\/ 0%+ w ]+ Naw-xw )
mé (362 — 4 w?)

Dieser Fall ist komplizierter, weil die angegendafKhier schlagartig einsetzt.
Fur grof3e Zeitehergibt sich auch hier eine reine Sinus-Schwinguitg/ersetzter Phase:

ExpandAll[Lésung[1, Cod] /. {e~®' - 0} // Simplify
f(6V-62+w?2 CodtV-02+w? | +2(-6% + w?) Sint V-62 + w2 |)
mé (362 — 4w?) V —62 + w?

Die Fille w==6 (aperiodischer Grenzfall) un@6?==4w? (spezieller Kriechfall) sind hier jeweils gesorider
abzuhandeln.

m 1.2.3. Aperiodischer Grenzfall

m 1.2.3.1. Mit Diracscher Deltafunktion

Die zu I6sende Differentialgleichung lautet Klaftbilanz (vgl. [1998St6], Abschnitt 9.2.1.2-1., Seite251)

f
Gleichung[2] = s [t] + 26 S'[t] + 6% S[t] == — 26]t]
m

2 f o[t]

2 % _
6% it + 26 [t + §'[1] == —

Hier muss genau zwischen ddagarithmischen Dekremerdt und der Diracschen Deltafunktiafft] unterschieden
werden. Schon diese Ahnlichkeit der Bezeichnungsgtzdass der hier beschrittene Losungsweg ntegrsbegangen
wird.

m 1.2.3.2. Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation der Gleichung ergibt:
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LaplaceGleichund?2] = LaplaceTransform[Gleichung[2], t, p]
Literature:[19740bé, 1.1.9, page 11[1993SKM, (7.20:
Literature:[19740bé, 1.1.9, page 11[1993SKM, (7.20:

f C[LaplaceTransformp]
m

p? LP[S[t]] + 6% LP[S[t]] + 26 (p L[S[t]] - S[0]) — p 0] - S[0] ==

Hier sind alleAnfangswertproblemeinesoptimierten Fundamentalsystetmsriicksichtigt.

m 1.2.3.3. Analytische Auflésung im Laplace-Raum
Die analytische Auflésung im Laplace-Raum ergibt:

LaplaceLdsund?] =
Map[Simplify, Solve[LaplaceGleichund?], LaplaceTransform[gt], t, p]] // Flatten // ExpandAll, {3}]

}

f C[LaplaceTransformp] p 90] 206 90] S[0]
+ + +
m(p+6)* (P+6?  (p+8°  (p+0)

{£Prsit] -
Das Anfangswertproblesi[0] —» qu' fuhrt die inhomogene Lésung auf einen Teil der bgemen Losung zurtick.

m 1.2.3.4. Inverse Laplace-Transformation

Die inverse Laplace-Transformation dieser Lésungiber wobei fiir dieinhomogene Ldsunglie Heavisidesche
Sprungfunktior®[t] von Hand ergénzt werden muss:
Losung[2] = InverseLaplaceTransformLaplaceL6sund?], p, t]

et ftot]

{slt] - + e (50] + t 5 5[0] + tS[O])}

m 1.2.3.5. Proben zur gefundenen L6sung
Die Probe mit der gefundenen L&sung ergibt:

Gleichung[2] /. {s » Function @@ {{t}, S[t] /. LOsund2]}} // Simplify
% /. {DiracDelta » SymmetricalDelta}
% /. {t > 0}

f (-26[t] + ™' (2 DiracDeltdt] + t DiracDeltd[t]))
m

f (-26[t] + e 26[t] +t6D[t])
m

True

Die Anfangswertprobleme werden korrekt abgebildet:
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s[t] /. Losung2]
% /. {t » 0} // Simplify
% == 9[0]

e 1 ftot]

= + e (q0] +t 5 0] +t S[0])

§0]
True

d; (4[t] /. Losund2])
% /. {t > 0, f - 0} // Simplify

% == s'[0]
—to H -to -to
e '? f t DiracDeltdt] . e '’ fot] e ftoo[t] et (G50] + S0]) — ¢t 5 (0] + 15 50] + t<[O])
m m m
S[0]
True

Das war zu zeigen.

m 1.2.3.6. Schone Darstellung der Losung
Die gefundene Ldésung

Plusee # & /@ (Case$s[t] /. Losundg 2] // ExpandAll, _#] & /@ {s[0], s'[0], 0[t]}) // Simplify

}

kann mit Hilfe der Kosinus-Funktion zusammengefassten:

—-to
{e7 (1+16)50], et S0, e——:nwﬂ

f
Losung(2, schon = {s - Function @e {{t}, sS[0]e™®' (1+61) +S'[0] e*' t + — O[t] (e~*' D)}
m

e fto[t]

{s— Function{t}, e™° (1 +t6) 0] + +e 0 ts[0]]}

Die Probe mit dieser Losung ergibt:

Gleichung[2] /. Lésund 2, schor // Simplify
% /. {DiracDelta - SymmetricalDelta}
% /. {t > 0}

f (-26[t] + ¢7'° (2 DiracDeltdt] + t DiracDelté[t]))
m

=0

f(-26[t] + e 26[t] +tsP[t]))
m

True
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s[t] /. Lésund2, schor
% /. {t > 0}
% == 9[0]

e 1 t<[0]

-5 f ¢ o[t
e‘t5(1+t6)s[0]+e——m£+

(0]

True

s'[t] /. Lésung 2, schén
% /. {t-0,f >0}

%::S'[O]
-9 f t DiracDeltdt
e |r:]ac eltqt] +e—t665[0]_e_t66(1+t5)5[0]+
-t f oIt “ft50[t 5
o e s etrgi0- e ts 0
m m
S[0]
True

Auch diese Losungsdarstellung erfillt die Gleichund die Anfangswertprobleme.

m 1.2.4. Analytischer Synthesizer fur Klangerzeugung

m 1.2.4.1. Schone Darstellung der Losung
Die gefundene Ldsung
Ldsung(2, schori

e f o[t

{s— Function{t}, e™° (1+t6) 0] + +e 0 ts[0]]}

gibt das Grundgerust der Lésung an:
Fur f == 0 wird dasAbklingverhaltereines Tones beschrieben.

Fur f # 0 muss eind.aplace-Faltungmit der inhomogenen Lésung bestimmt werden, umAtddingenund Klingen
eines Tones zu beschreiben.

m 1.2.4.2. Erzwingen einer Sinus-Schwingung

Die Laplace-Faltung mit einer Sinus-Schwingunglargh Resonanzfall
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Lésung2, Sin] =

t
f (slt = 71 /. Losungi2, schon /. {s[0] - 0, S'[0] - 0, 8[_] - 1}) Sin[§ 7] d't // FullSimplify
0

e f(1+td) - f Codtd]
2mas?

Fur grof3e Zeitehergibt sich hier eine reine Sinus-Schwingung raisetzter Phase:

Losungl2, Sinl /. {e~®" - 0} // Simplify

f Codt o]
2mé?

Die Laplace-Faltung mit einer Kosinus-Schwingungjlerim Resonanzfall
Ldsung[2, Cod =
t
f(s[t —1] /. Lésung2, schod /. {0] - 0, s'[0] —» 0, 6[_] - 1}) Coq6 7] d 7t // FullSimplify
0

f (—e '9t6+ Sinté))
2mé?

Dieser Fall ist komplizierter, weil die angegendafKhier schlagartig einsetzt.
Fur grof3e Zeitehergibt sich auch hier eine reine Sinus-Schwinguitg/ersetzter Phase:

ExpandAll[Lésung[2, Cod] /. {e~®' - 0} // Simplify

f Sint o]
2még?

Damit ist deraperiodische Grenzfalbei erzwungener Schwingung iResonanzfaltlie interessanteste Losung und fur
den Einsatz in einem analytischen Synthesizer atebayeeignet.

Fur einebeliebigePhasep bei der sinusférmigen Ansteuerung ergibt sich:
Lésung2, Sin,¢] =
t
f (s[t — 7] /. Lésund2, schon /. {[0] = 0, s'[0] - 0, 8[_] —» 1}) Sin[é T + ¢] d'T // FullSimplify
0

—f Codtd+ ]+ e f (Cody] +td Codyp] —td Sing])
2mé?

Fur grof3e Zeitehergibt sich hier eine reine Sinus-Schwingung reisetzter Phase:

Losungl2, Sin, ] /. {e~°' - 0} // Simplify

f Codto + ¢]
2mé?

Fur einebeliebigePhasep bei der kosinusférmigen Ansteuerung ergibt sich:
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Ldsung[2, Cos,¢] =

t
f (slt — 71 /. Losund2, schon /. {s[0] » 0, '[0] = 0, 8[_1 = 1}) Cos6 7 + ¢l d v // FullSimplify
0

f (—e 9 (Sin¢] +t (Codep] + Sine])) + Sint 6 + ¢])
2mé?

Fur grof3e Zeitehergibt sich hier eine reine Sinus-Schwingung raisetzter Phase:

Lésungl2, Cos,¢] /. {e~°" - 0} // Simplify

f Sinté + ¢]
2mé?

Uberg lasst sich also deknschlagtorvariieren.

m 1.2.5. Hinweis
Die hier vorgestellten Rechnungen sind nicht besodchwer.

In der Kombination von Musikwissenschaft und Nadhténtechnik ist bisher offenbar der Zusammenhaog v
Ursache und Wirkung nicht genligend beachtet worden. Dadurch wurdeare r€inus-Schwingungen fir ideale Téne
gehalten, was bezuglich der anregenden Ktifdchg stimmen mag, nicht jedoch fur den ®Wirkungerzeugten Ton.

Andere Klanganregungen ergeben freilich weitdrarakteristische Toneines Musikinstrumentes.

m 1.3. Protokoll

Die Version vorMathematicdautet:

{$Version, $ReleaseNumber, $LicenselD

{Microsoft Windows 3.QOctober 6, 1995 0, L4526-3546
Die Berechnungszeit betrug:

TimeUsed]"s"
% — $FractionalCalculusTime

25.05s

23.049s
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