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m 1.1. Frage

Welche Dichte herrscht im Innern eines Sternesnvaie Van-der-Waals-Gleichung zu Grunde gelegt Wvird

m 1.2. Vorbereitung
Die deutsche Ubersetzung déathematicaBefehle wird geladen:

<< Deutsch’
Deutsch.m, Fassung 1.055 vom 24.05.2013

(C) Norbert Stdland, Rosemarie Dollmann, Eberhard Schimn@$22013

Mit den Ubersetzten Befehlen kann nun eine deutSatieeiten-Kontrolle formuliert werden:
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Das Umstellen der Vorgabe-Schrift fur Zeichnungier &rt geschieht wie folgt
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m 1.3. Antwort

m 1.3.1. Hydrostatischer Druck

m 1.3.1.1. Lehrbuch-Formel

Laut dtv-Lexikon der Physik ([1969dtv], Bartl Stichwort Hydrostatik Seite 160-162) gilt fur nicht allzu grofRe
Hohenunterschiede bei konstanter Fallbeschleunigugig

p2—p1=pgh (1.1)

m 1.3.1.2. Druck-Gradient

Fur p -» p[h] undg — g[h] ergibt sich zunachst die Notwendigkeit, einen RrGeadienten zu bestimmen:

plh+ Ah] - pfh]

Ah == 0n plh] = p[h] g[h] (1.2)

Vp== Ilim
p Ah-0

m 1.3.1.3. Allgemeiner hydrostatischer Druck

Der allgemeine hydrostatische Druck ergibt sich algnintegral Uber diesen Druck-Gradienten:

pih] == f anpihldh= [ plhlgihldh 1.3)

m 1.3.2. Reales Gas

m 1.3.2.1. Van-der-Waals-Gesetz

Diese Gleichung ersetzt den Drupkund das Volumel des idealen Gasgesetzes durch entsprechende Koteeke,
die mit molekularen Betrachtungen untermauert weikdamnen:

o n’a m
VanDerWaalsSubstitution= {p - p + VR VoV-nb}/{n- K/I—}
{ ,_ V- bm +V)

DD — .
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Der Druck wird um den Eigendruck der Gasmolekildobt, das freie Volumen um das Eigenvolumen der
Gasmolekiile vermindert.

Das Van-der-Waals-Gesetz nach Johannes van der sWda73) lautet ([1969dtv], BandlO, Stichwort
Zustandsgleichungen d) van-der-WaalscheS2ite 198-199; [1987MM], Gleichung (10.5), Sdits):

m m
pV ==nRT /. VanDerWaalsSubstitution/. {n - V} /-{V > —} // Vereinfachen
P

#
VanDerWaalsGleichundl] = — & /@ %
m

AuflésenNacH%, T1// Einebnen// Vereinfachen
AuflosenNacH%% , p] // Einebnen// Vereinfachen

( b 1)( apz) mRT
m-—+=||p+—|== ——
o

M M?2 M
b N 1 ( apz)__ RT
( M )p M2) M
(M —bp)(M? p+ap?
{T- J
M2Rp
p(M2RT-aMp+abp?)
{p- VE }
(M -bp)

Hier wurde dieextensive GroR&olumenV durch dieintensive GroRe = 1\7/‘- ersetzt, wodurch sich eine Darstellung

der Van-der-Waals-Gleichung ergibt, diar intensive Grol3eenthalt. Eine algebraische Auflésung dieser Glaich
nach der Dichtg ist zwar méglich, wird aber nur selten benétigt.

m 1.3.2.2. Van-der-Waals-Substitution fiir den Adiabatnkoeffizienten

Eine konsequente Weiterfihrung der Theorie deamlen Gaseist sicher die Ausdehnung der Van-der-Waals-
Substitution auf das adiabatische Gesetz, das fe#sgrauf welchem Wegder simultane Ubergang (vgl. [2007SS],
Abschnitt 3.10, Seite 42-44) von Druck und Temperdtei einer ungeregelten Ausdehnung oder Kompresses
Gases in kurzer Zeit erfolgt. Dies ergibt:
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m
p V¥ == konstant /. VanDerWaalsSubstitution/. {V » —} /. {p - p[h], p - p[h]} // Vereinfachen//
P

PotenzVereinfachen
#
AdiabatenGesetz= — & /@ % /. {konstant —» ErstesElemenf%] /. {h - 0}}
mK

AdiabatischerDruck = AuflésenNacHAdiabatenGesetz,p[h]] // Einebnen//
VollstandigAbarbeiten[AufHauptnennerBringen, #] & //
PotenzVereinfachery/ AllesAusmultiplizieren

K 2
n”(‘(__b_ i) (p[h] + aplhl ]:: konstant

M T o] M2
b 1 aplh’) (b 1 ap[0)?
(‘Wm) [p[h]+ & ]"(_W+ﬁ) [p[0]+ M2 ]
{plh] -
h)? 012 (M = b p[0])* p[h]* (M = b p[h])
_aplhl N apl0]“"( pl0D)" plh]" ( plhl) + pLO] PIOT™ (M — b p[O])* p[h]* (M — b p[h])™)

M2 M?2
Hier stort die Konstante nicht, wenn sie durch Begebnis am Ot —» 0 ersetzt wird.

Nun hat das auch dieses Gesetz eine Darstellueiglarrin demur intensive GréRemorkommen.

m 1.3.2.3. Fallbeschleunigung im Gas

Die Fallbeschleunigung im Gas ergibt jeweils dilid&schleunigungg[h], die die noch verbleibende Innenkugel nach
dem Newtonschen Gravitations-Gesetz an der Skekgzeugen wirde (vgl. [1945BeS], § 31, Seite 112-Tort
stimmt die Herleitung nicht vollig; vgl. auch [20Qfau], Graphik 9, Seite 27 und Kapitel 4, Seite58); also:

4 h
fathl » - 222 fp[h] h?dh)
hz Jo

Ay fohhz plhldh
_ >

{alh] -

Die Fallbeschleunigung nimmt also kontinuierlicmeMittelpunkt des Gas-Sterns hin nichtlinear ab.

= 1.3.2.4. Nichtlineare Differenzial-Gleichung

Dies ergibt nun folgenden Zusammenhang:
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{p = Funktion ee@ {{h}, p[h] /. AdiabatischerDruck}}

4 h
DichteGleichund 1] = dy, p[h] == p[h]g[h] /. {g[h] > - % f plh1h?dh} /. % // Vereinfachen
0

2

{p - Function{h}, - aﬁz] ¥

02—K M = b olOD¥ ofhT¥ (M = b o[h) ¥

apl0]”™" ( ol |]\3|2p[ ]” ( plh]) + PIO PI01™* (M — b p[O])* plh]* (M — b pfh]) ]}
1
 M2p[h]
(PIO] ™ (M = b p[h]) ™2™ (=M k(M = b p[0])* (M? p[O] + @ p[0]?) p[h]* + 2a M p[O]* p[h]* (M — b p[h])* —
h
4xy( [ h?plhldh)plh]
2abpl0]* plhl* (M —b p[h])*) p'[N]) == - L 2 )

Dies ist eine nichtlineare Integro-Differenzial-@@leung, die nach Trennung des Integrals durch Riffeieren in eine
reine Differenzial-Gleichung uberfuhrt werden kann:

h2

= & /@ DichteGleichund 1] // Vereinfachen
P
DichteGleichund 2] = 9, % // Vereinfachen
DichteGleichund3] =
AuflosenNacH%, p''[h]] /. {Regel- Gleich} // Einebnen// ErstesElement// Vereinfachen
(h? p[0]™ (M — b p[h]) ™™ (=M « (M — b p[O])* (M? p[O] + & p[OF) p[h]* +

M2 p[h]?

h
2aM p[0] p[h]* (M — b p[h])* — 2abp[0]* p[h]* (M - bp[h])*) p'[N]) == —4ry fo h? plhl dh

1
M2 p[h]®
(hpLO1™ (M = b plh)#™ (~h M? (=2+ 1) k (M = b p[0])* (M? p[0] + & p[0I) plhl* p'[h]* + b M «
(M — b p[0])* (M? p[0] + ap[0]) p[h]*™* (2 p'[N] + h p”[N]) + 22 M? p[0]* p[h]* (M — b p[h])*
2p'[h +hp”[h]) = 4ab M p[0]* p[h]* (M — b p[h])* (2 p'[h] + h p”[h]) +
2ab? p[0]* p[h]® (M — b p[h])* (2 p'[h] + h p”[h]) = M & (M — b p[0])*
(M2 p[0] +ap[0]) p[h]** (2M p'[h] +3b hp'[h]? + h M p”[h]))) == ~4h2 ny p[h]

p’[h] ==
(4b?h M2 xy p[O* p[h]® (M = b p[h])* = 2b M k (M = b p[0])* (M? p[0] + ap[0]?) p[h]** p'[N] — 4a M?
pl0I* p[h1® (M — b p[h])* p'[h] + h M? (=2 + k) k (M — b p[0])* (M2 p[O] +ap[0]?) p[h]* p'[h]* -
40 p[O]* p[h]° (M —bp[h])* 2h M3 1y +abp'[h]) + 4M p[0] p[h]* (M — b p[h])*
(hM3ry +2abp'[h]) +M k(M ~bp[0)* (M? p[0] +ap[0I) p[hl™** p'[N] 2M +3bhp'hD) /
(hp[h] (=M + b p[h]) (M k (M = b p[0])* (M? p[0] + & p[0]*) p[h]* -
2aM p[0]* p[h]* (M = b p[h])* + 2@ b p[01* p[h]* (M — b p[h])*))

Die letzte Fassung ist fuir die numerische Losundiiféerenzial-Gleichung nach dem grafischen Veréahvon Vorteil.
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m 1.3.2.5. Triviale Losung
Die Losungp[h] = 0 erfilllt die Gleichung:

plhI® # & /@ DichteGleichund 2] // AllesAusmultiplizieren // Vereinfachen
% /. {p = Funktion[{h}, 0]} // Deutsch

1
=577 (Npl01™ (M = b plh) ™™ (=h M? (=2+ %)k (M — b p[O]" (M p[0] +apl0J*) plhl* p'[N]* +
bM k(M = b p[0]) (M2 p[O] +ap[OF%) p[h]** (2 p/[N] + h p”[N]) + 2a M? p[O]* p[h]*
(M = bplh])* (2 p'[h] + h p”[h]) = 4ab M p[0]* p[h]* (M — b p[h])* (2 p'[h] + h p”[h]) +
2ab? p[0] p[h]®> (M — b p[h])* (2 p'[h] + h p”[h]) = M & (M — b p[0])*
(M2 p[0] + ap[0]) p[h]** (2M p[h] +3b hp'[h]* + h M p”[h]))) == —4h? 1y p[h]*

Richtig

Das Vakuum besitzt also die hydrostatisch stabiisuingp[h] == O flir alle h. Dies gilt freilich nur fir die Bereiche, in
denen kein Stern zu finden ist.

= 1.3.2.6. Wesentliche Eigenschaft

Die gewonnene Gleichung ergibt rhit> O:

#
F & /@ DichteGleichund2] // Vereinfachen

% /. {h - 0} // Vereinfachen
% /. {p'[0] = O} // Deutsch

1
VP (pLO1™ (M = b p[h]) 2™ (~=h M? (=2 + &) k (M = b p[0)* (M? p[O] + & p[0I*) plh]* p'[h] +
P

bM k(M — b p[0]) (M2 p[0] +a p[0]%) p[h]*™* (2 o'[h] + h p”[h]) + 2a M? p[O]* p[h]*
(M = bp[h)* 2 p'[h] + hp”[h]) - 4ab M p[0* p[h]* (M — b p[h])* (2 p'[h] + h p”[N]) +
2ab? p[0] p[h]® (M — b p[h])* (2 p'[h] + h p”[h]) = M & (M — b p[0])*
(M2 p[0] +ap[0]) p[h]*** (2M p'[h] +3b hp'[h]* + h M p”[h]))) == —4hxy p[h]

2(M3k p[0] + aM (-2 + ) p[0]> + 2abp[0]°) p'[0]
M2 p[0]* (M - b p[O])

=0

Richtig

Also resultiertp'[0] —» 0. Somit bleibt nur noch ein frei wahlbares Anfangayroblem, z.Bp[0] - 1. Abweichungen
von p'[0] -» 0 missen auf Singularitéaten gfh] fuhren.

Diese Eigenschajp'[0] — O resultiert aus der Tatsache, dass eine radialer@ynie fiir den Stern angesetzt wurde und
dass im Symmetriezentrum die Resultierende deri@tenskraft Null ist, also kein weiterer Dichtezachs erfolgt.
Der Ausflug in die Singularitaten figr'[0] # 0 kann somit entfallen.
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m 1.3.2.7. Numerische Ldsungen und Schaubildgih] Uber h

Die numerische Lésung dieser Differenzial-Gleichgsdingt gut, wenn fiir beide Anfangswert-Problemedarselben
Stelleh ~ 0 begonnen wird:

Zunachst einmal wird ein Schaubild fir @deales Gasgezeichnet, wobei die Dichtadialsymmetrischfir h = 0
resultiert. In diesem Sinnen werden hier auch meg&téhenh verwendet, die die radiale Symmetrie belegen:

DichteGleichund3] /. {M -» 1,a-» 0,b>0,y > 1,R-> 1,p[0] » 1, p[0] » 1,k > 1.5 //
Vereinfachen

Kurve[Rechts, ] = DifferenziaIGIeichungNumerischLbser[n

1 1 1
%, — | ==1, p'| ——| ==0}, p[h], th, ——, 5}];
{ ’ p[ 1000] p [1000] } Pt { 1000 }]

SchaubildRechts, 1 = Zeichnenee {Auswertenp[h] /. Kurve[Rechts, 1], {h, , 5},

1000
StilZumZeichnen — SpektralFarbe[0], GrenzenBeimZeichnen-» VoIIst'andig};

2.0'[h] . 0.5p'[h)?

”Ih] == —8.37758[h]*° -
p"[hl glhl - P
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DichteGleichund3] /. {M -» 1,a-»0,b> 0,y > 1,R-> 1,p[0] - 1, p[0] » 1,k > 1.5 //
Vereinfachen
Kurve[Links, 1] = DifferenziaIGIeichungNumerischLbsenﬁ

1 1 1
%, p|-——=—=| ==1, p'|-—=| == 0}, plh], {h, ———. =5}
{ ’ p[ 10001 p[ 1000] } eihl { 1000 }]

1
SchaubildLinks, 1] = Zeichnenee {Auswerten[p[h] /. Kurve[Links, 11], {h, - 1000, -5},
StilZumZeichnen — SpektralFarbe[0], GrenzenBeimZeichnen-» VoIIst'andig};

2.0'[h] . 0.50'[h]?
h plhl™

p"[h] == —8.37758[h]*° -

-5 -4 -3
Die Uberlagerung beider Schaubilder ergibt:

Schaubild1] =
Zeigern SchaubildLinks, 1], SchaubildRechts, 1, Achsenbeschriftung- {"h", " p[h]"}];

plh]

2 4
Der gewahlte Adiabatenkoeffizient= 1.5 sprengt keine bekannte Gastheorie.

Fiur einreales Gaswerden nun willkirlich entsprechende Paramatend b angenommen, ohne dass geklart ist, ob
diese bei der hier verwendeten Skalierung reatistsnd:
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DichteGleichund3] /.{M » 1,a-» 0.4,b-> 05,y 51, R->1,p[0]> 1, p[0]> 1, k> 1.5//
Vereinfachen

Kurve[Rechts, 3 = DifferenziaIGIeichungNumerischLbsel[u

1 1 1
%, —— | ==1, p'| ——1| == 04, p[h], th, ——, 51];
%, ol 1ooo] P [1ooo] ) o { 1000 il

1
SchaubildRechts, 3 = Zeichnenee {Auswerten[p[h] /. Kurve[Rechts, 3], {h, T000" 5},

2
StilZumZeichnen —» SpektraIFarbe[E], GrenzenBeimZeichnen- VoIIsténdig};
p’[h] == (3.1415% (1 - 0.5p[h])*° p[h]® - 2.(1 - 0.5p[n])*® p[N]® (2hx + 0.2p'[h]) +
4(1-0.5p[h)*® ph]* (hrr +0.4p'[N]) — 1.6(1 - 0.5p[h])*° p[h]® p'[N] -

0.742462[h]>® p'[h] - 0.37123 p[h]** p'[h]* + 0.742462[h|*® p'[h] (2 + 1.5h p'[h])) /
(h(=1+ 0.5p[h]) p[h] (0.742462[h]*° - 0.8(1 — 0.5p[h])>° p[h]? + 0.4(1 — 0.5p[h)*® p[h]®))

1
0.8
0.6}
0.4

0.2}
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DichteGleichund3] /.{M » 1,a-» 0.4,b-> 05,y 51, R->1,p[0]> 1, p[0]> 1, k> 1.5//
Vereinfachen
Kurve[Links, 2] = DifferenziaIGIeichungNumerischLdsenﬁ

1 1 1
%, p|-——=| ==1,p'|-—=| == 0}, plh], {h, ———. -5}
{ ’ p[ 10001 p[ 1000] } oihl { 1000 }]

1
SchaubildLinks, 2] = Zeichnenee {Auswerten[p[h] /. Kurve[Links, 211, {h, =~ 1500 -5},
2
StilZumZeichnen » SpektraIFarbe[g-], GrenzenBeimZeichnen» VoIIsténdig};

p’[h] == (3.1415% (1 - 0.5p[h])*° p[h]® - 2.(1 - 0.5p[n)*® p[]® (2hx + 0.2p'[h]) +
4(1-0.5p[h)"° p[h]* (h7 +0.4p'[h]) — 1.6(1 - 0.5p[h])"° p[]* p'[h] -
0.742462[h]>® p'[h] - 0.37123 p[h]** p'[h]* + 0.742462[h|*® p'[h] (2 + 1.5h p'[h])) /
(h(=1+ 0.5p[h]) p[h] (0.742462[h]*° - 0.8(1 — 0.5p[h])>° p[h]? + 0.4(1 — 0.5p[h)*® p[h]®))

Die Uberlagerung beider Kurven ergibt den erwantéwischenraum zwischen Planet und Ring, wenn dieandenen
Lésungen entsprechend verwendet werden:

Schaubild2] =
Zeiger{SchaubildLinks, 2], SchaubildRechts, 3, Achsenbeschriftung- {"h", " p[h]" }];
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Auch dies ergibt zusammen mit déentrifugalkrafteiner Rotation mindestens einen Saturnring infdgratorialebene
der Rotation.

m 1.3.2.8. Kontext der Ergebnisse

Das gefundende Ergebnis ist ein Hinweis, dass ulist8ution nach Johannes van der Waals

VanDerWaalsSubstitution
{ + ant \Y; bm +V}
e —_— - —-—
P=P+Wzvz M

beziglich der Adiabaten-Gleichung sinnvoll ist. dier Nahe deskritischen Punkteskommt es folgerichtig zur
Kondensationdes Gases im Inneren des Sternes, wodurch digeDalf eine annédherndkompressibleFlussigkeit
hinweist.

Es zeigt sich, dass die Betrachtwegler Gaseeine Bereicherung der Moglichkeiten ergibt. Dersétz von Van der
Waals ist auch fir adiabatische Fragestellungeh aaalytisch zu handhaben.

Fur tiefe Temperaturen muss eiales Gasstatt einenmidealen Gasdiskutiert werden, wobed — 1.5 durchaus
vorkommen kann. Mit Rotation des Gassterns ist damch einSaturnring aus Gawerstehbar, wodurch alle
Spekulationen (vgl. [2005Kel], Abschnitt "Woraussteht der Saturnring?", Seite 55-57) Uber dessebr&ehen
aufgrund der Zentrifugalkrafte hinfallig sind!

Die Ahnlichkeit der Schaubilder ist belegbar:

Zeiger[Schaubild[1], Schaubild2]];
plh]

2 4
Damit ist die grundlegende Form der Druck-Vertgjurines Sterns beschrieben, wenn dieser aus remesimzigen
Gas bestent.

Die Asymptotenp[+ o] — 0 bestétigen, dass ein Gas den gesamten zur Vedigiehenden Raum prinzipiell ausfllt.

Fir x = 1.4 (Luft bei genligend hohen Temperaturen) ergibt &eim Ring.Bei der Erde und der Venus sind die
Verhaltnisse komplizierter als hier dargestellt, dlese jeweils einen Gesteinskern und nur eine eliktmosphéare
besitzen.
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m 1.3.3. Diskussion

Eine beliebte Ticke der idealen Gasgleichung bestisnin, fir selbstédndig ablaufende Dynamik diealde
Gasgleichung anstelle der entsprechenden Adiabetehgng zu verwenden.

Auch in der Hydrostatik ist die Adiabatengleichuagstelle der idealen Gasgleichung zu verwendennwein
Temperaturunterschied zwischen oben und unten megslvorden ist. Fir Sterne ist dies sicher ddr fann diese
geniigend groR sind. Kleine Gaswolkchen und Gastropdnnen hingegen weiterhin mit den Ergebnissendgalen
oder realen Gasgleichung fur eine konstante Terhperadiskutiert werden.

Fur gentigend grof3asresultiert mit der Adiabatengleichung die Méglieftkeiner Ringbildung bei Rotation, so wie es
fur den Saturn und andere Sterne bekannt ist,rfilie End Venus dagegen nicht.

Die Deutung der Saturnringe als Gaswolken schentau sein, denn dazu war bislang ([2005Kel], enstéistandiger
Satz, Seite 56) kein physikalisches Modell bekannt.

Die Berechnung des Saturnrings bei Beriicksichtigdag Rotation bendtigt bereits das von Matthiasukeaals
essentiell eingestufte Verfahren ([2007Krau], Kelpg-4, Seite 17-50) der Aufsummierung aller Kréftel keineswegs
eine Betrachtung lUber Potenziale.

m 1.4. Protokoll

Die Version vorMathematicdautet:

{$Version, $ReleaseNumber, $Licenselfy/ Deutsch
% // AngehaltenL6sen

{$MathematicaFassung, $KernAuslieferungsNummer, $zizemmey
{Microsoft Windows 3.QOctober 6, 1995 0, L4526-3546

Die Berechnungszeit betrug:

ZeitVerbrauch[]"s"

4.937s
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