Seminar.__ 2.rtf © Norbert Sudland

Seite 1 von 21

I UNIVERSITAT ULM, S

S 1993

| HAUPTSEMINAR ZUR THEORETI

SCHEN PHYSIK

I THEMA:

I STOCHASTISCHE DYNAMISC

HE SYSTEME

I 2.SEMINARVORTR AG: I
I I
EINIGE VERTEILUNGSFUN KTIONEN,
I ZENTRALER GRENZWER TSATZ I
BEARBEITUNG:
Il ]
Il 1l
| Herbst 1990 bis 10. 5. 1993 Norbert Sidl and, Uim |
| 11.7. 1996 bis 12. 7. 1996 Norbert Sudl and, Uim Nachtrage |

I
[VORWORT ZUR 2.AUFLAGE:
I

Il
| Nachdem nach mehr als 3 Jahren das Interesse an Ma

| narvortrag vom 10. Mai 1993 und den entsprechenden
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| noch genauer versuche als bisher, und die mir als

| Protokolle weiterer Rechnungen am Ende als Anhang

| Auch diesmal ist die Moglichkeit von Rechenfehlern
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| - Eine elegante Herleitung der Binomial-Verteilung

| - Aus der Binomial-Verteilung wird die Poisson-Ver

| Grenzfall gewonnen.

| - Die Probleme beim Ubergang von der Binomial-Vert
werden aufgezeigt.

- Die Gauf3-Glocke wird ohne Rechenfehler(?) in gro

| fall der Binomial-Verteilung "gewonnen ".

- Der Grenzfall wird als vollkommene Gleichverteil

- Der nZentrale Grenzwertsatz "wird  "vorgestellt

| - Die Rechenfehler von Laplace und seinen Nachfolg

| als tragisches MiRgeschick verstanden.

- Die Folgen dieser Ausarbeitung fur die Theoretis
sprochen.

wird vorgestellt.
teilung als spezieller
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Rer Vorsicht als Grenz=

ung entlarvt.

" und entkraftet.
ern werden erlautert und
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| - Schriftliches, wo vertiefende Information zum Th
I
| - Bronstein-Semendjajew: Taschenbuch der Mathemati
| S.103-106 und S.665-667

| - Marek Fisz: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Stat

| schaften, Berlin 1980; S.592-609

| - H.Haken: Synergetik, eine Einfihrung; Springer 1

| S.44 Mitte

| - J.Honerkamp, Stochastische Dynamische Systeme; V
| S.16 Mitte

| - Thilo Liebig: Ubungen zu 'HM I' fur Physiker an

| Ubungsblatt 9, Aufgabe 40 a.) und 45.); Blatt 10

- Schriftliches, wo Rechenfehler (unwissentlich) v

| - H.Haken: Synergetik, eine Einfiihrung; Springer 1
sowie S.44 unten bis S.45

- N.G. van Kampen, Stochastic Processes in Physics

| land 1992, S.23-29; besonders auffallig auf S.27

| bare Substitution

- Personen, die mir bei der Erstellung dieser Ausa

- Studienkollege Matuschek, der mir vor allem in d
freundlichem Rat zur Seite stand.

| - Seminar-Betreuer Schoendorff, der mir beim Probl

| den entscheidenden Tip gab. AufRerdem hat er in U

| Rechnungen und Denkansétze nachvollzogen, was ic

| - Seminar-Leiter Vollmer, der in seiner Unwissenhe

| GaulR-Glocke fir so trivial hielt, da er dartiber

| staltet hat.

| - Mein Vater Klaus Suidland, Aalen, der mir bei der

| half und eine Gesamtdurchsicht dieses Manuscript

| - Jahve Zebaoth, der Gott Israels, der mir gemaf J

| Durchbruch bei der Losung der Aufgabe vermittelt

| leiten, obwohl dies eigentlich nicht geht.

IL
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I 1l
I DIE BINOMIALVERTEI LUNG |

IL ]|

1.) Normierung:

Irgendwann muf3 man ja sowieso normieren. Also tut m an's gleich am Anfang:
Gegeben seien 'z' Wahrscheinlichkeiten 'w(i)', dere n Index 'i' von 1 bis 'n'
durchlauft.
z
!
Normierung: > w(i) =1
i=1

2.) Unabhéangige Wiederholung:

Ein Wahrscheinlichkeitsexperiment werde 'n'-mal wie derholt. Alle Wiederholungen
seien voneinander unabhéngig.
Die Gesamtwahrscheinlichkeit ergibt sich als n-fach es Produkt:

r z 1n

| | n

| > w() | —1 —1

| — |

L i=1 J
3.) Einzelwahrscheinlichkeit fir Kombination = Bin omialverteilung:
Fur 'z = 2' ergibt sich die Binomialverteilung durc h Anwendung des Binomischen
Lehrsatzes:

n
r 1n — rh 7 k nk
|p+ta | => | |-p-d
J L1 Lk J
k=0
Es ergeben sich also 'n+1' Summenglieder, die die W ahrscheinlichkeit dafiir be=
schreiben, das Ereignis Nr.1 'k’-mal und das Ereign is Nr.2 'n-k'-mal anzutref=
fen:
! rn 9 k n-k
B_k(n,p) = | [ep-[1-p]
Lk 4

Bei dieser Darstellung ist 'q' aufgrund der Normier ung durch 'p' ausdriickbar.
Nach dem Binomischen Lehrsatz spielt die Reihenfolg e der Ereignisse fur die Bi=
nomialverteilung keine Rolle.
Die Verteilung erhalt man im Idealfall, wenn man '2 n' Reihenuntersuchungen mit
je 'n" unabhangigen binaren Stichproben (z.B. Miinzw urf) durchfiihrt. Dabei be=
schreibt 'k', wie oft das Ereignis Nr. 1 (zugehori ge Wahrscheinlichkeit: 'p")
auftritt. 'k' kann also zwischen '0' und 'n' liegen
ALLGEMEINER:
Nach dem polynomischen Lehrsatz (Bronstein, S.105-1 06) kann man analog auf eine
Polynomialverteilung schlieRen. Statt Binomialkoeff izienten erhalt man jetzt
die sogenannten Polynomialkoeffizienten. Die Darste llung einer Verteilung mit

'n' Moéglichkeiten erfolgt im 'n'-dimensionalen "Anschauungs "-Raum...
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4.) Erwartungswert bzw. "Mittelwert "
Zunachst soll der Erwartungswert fur 'k' beztglich 'p' berechnet werden.
Dabei beschreibt 'k’ die Anzahl derjenigen Kombinat ionen, bei denen 'p' 'k'-mal
auftritt:
N n

1 — 1 — N oA
E(K) = > m() —_ . > || ew() Nk

N L N L1 Lk J

i=1 k=0
Die "MeRwerte " 'm(i)' sollen hier exakt den Erwartungwerten der B inomialvertei=
lung entsprechen:
m(i) = w(k(i))*Nek( i)
Dadurch werden aus 'N = 2”n' Summengliedern nur noc h 'n+1' Summenglieder, die
dann alle voneinander verschieden sind. Die Wahrsch einlichkeit, 'p' 'k'-mal und
'q' 'n-k'-mal anzutreffen, ist 'p~keg”™(n-k)'. Aufd iese Weise kann man ohne
Schwierigkeiten die zunachst sehr unterschiedlich e rscheinenden Definitionen
von "Mittelwert " bzw.  "Erwartungswert einer Verteilung " verstehen.
Auch die Bezeichnung "1.Moment der Verteilung " jst tblich.
n n
_ — — rnh 7 k nk
k:> B_k(n,p)ok:> | |op oq ok
L L1 Lk J
k=0 k=0

Nun stort vor allem das 'k’ am SchluR des Summanden und macht ochne Kenntnis
eines Rechentricks recht viel Kopfzerbrechen -daher die Bezeichnung 'k'.
Der Trick besteht darin, eine Ableitung nach 'q' od er 'p' vor die Summe zu
Ziehen:

d — rh 1 |k | n-k d — rh 7 k nk
=ps —> | |+ |p+C |eq =p- > | |p-q
d(p) L1 Lk J | | d(p) L1 Lk J

k=0 L 4 k=0
Die Integrationskonstante 'C' ist beliebig und stor t nach dem Aufspalten in
zwei Summen nur dann nicht mehr, wenn 'q' als von'' p' unabhéngig variabel auf=
gefal3t wird (Dies geht nur, falls man 'p' als varia bel betrachtet und gleich=
zeitig die Gesamtnormierung 'p + ' mit variiert). Diese Argumentation ist zwar
mathematisch nicht so ganz schuf3fest, liefert aber daflrr das gewilinschte Ergeb=
nis. Eine bessere Argumentation habe ich bisher nic ht gefunden, wohl aber meh=
rere Varianten dieser hier vorgestellten Argumentat ion (z.B. Uber eine "erzeu=
gende Funktion 't"k', die mit 'p' multipliziert wir d und am Schluf3 wieder auf
'1' gesetzt wird). Die Frage, ob man 'p' bzw. 'q' U berhaupt mit differentiellen
Abweichungen diskutieren darf, ist dadurch nicht ge rade gut beantwortet.
Daraus folgt:
n-1
=pene[p+tq] =pen
Analog folgt als Erwartungswert 'n-k' fur 'n-k' bez uglich 'g":

n-k=qen
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5.) Varianz bzw. mittlere Summe der Fehlerquadrate

Die Varianz' o2 ist nach Bronstein S.666 so definiert:
n
T 12 rh 1 k nk
o?= > | K- pen = | |+p-q
L1 J Lk 4
k=0
Bei der Auswertung von Mef3reihen lautet die Definit ion dagegen des ofteren:
N
1 r _ 12
2= ————— > | m@)-m |
N-1 L J
\ /i=1

Gilt nicht bei einem unabhéangigen E

Da hier der theoretische Mittelwert ‘'m' exakt als E
Verteilung beziglich 'k’ und 'p' bekannt ist, mufd m
hebungsschema ansetzen.

Nahere Information kann man mit grof3em Interesse be
lichkeitsrechnung und Statistik
So sauber wie bei Fisz wird die "arianz "
handelt. Die Version mit 'N-1' ist dabei l&angst nic

rhebungsschema.

rwartungswert der Binomial-
an hier das unabhangige Er=

i Marek Fisz: "Wahrschein=

" S. 592-595, evtl. bis S.609, nachlesen.

leider nur in wenigen Biichern abge=
ht alles, was Sinn hat.

N n
- 1 o 12 1 — N g roo_ 12
ake= 2= — > I mi)~m | = > || e w(k)eN - | k() -~k |
N L 1L 1N L1 Lk J L i

i=1 k=0

Hier werden die 'N = 2”n' Summenglieder wieder nach
durch die Binomial-Koeffizienten und der Erwartungs
linear in die neue Summe eingehen.

Es gilt wieder: m(i) = w(k(i))sNek(

Also folgt weiter fur ' 0k?'

n n

1 —
> k2B _k(n,p) - > 2¢kepeneB_k(n,p

| — | —
k=0 k=0

d o d
:po —lpo

d(p) L d(p)

d r n-1
=p- —— | pene[p+q]

d(p) L

r

=p- [n+(n-1)-p
:pon+pon2_p20n_p20n2:pon

:nopoq

Gleichheit sortiert, wo=
wert des Auftretens von 'k’

i)

n
)+ p>n>[p+q]

| - p2em?
| - p2em?

;
| - p2en?
d

*(1-p)
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I 1l
I DIE POISSON-VERTEI LUNG |

IL ]|

1.) Ubergang aus der Binomialverteilung:

Falls bei einem Zufallsexperiment z.B. auf 'N' Feld ern 'n = peN' Teilchen ver=
teilt sind ("Y' ist dann die mittlere Teilchendicht e), so lassen sich die Bi=
nomialkoeffizienten einfacher darstellen:

n=peN Anzahl Teilchen = Zahl der unabhéangigen Versuche
p=1/N Wahrscheinlichkeit, ein Tei Ichen auf einem
=u/n bestimmten Feld anzutreffen
g=1-p Gegenwabhrscheinlichkeit
Hier ist die Teilchendichte 'u' konstant und soll a Is Erwartungswert von 'K’
herauskommen.
Daraus folgt:
rh oA ru gk r M an-k
B_k(n,wn) = e — ] |1 — ]
Lk 4 L n J L n J
ne(n-1)+(n-2)es(nk+1) K roou R 7 (-k)
= ewe 1o — e 1 — |
k! e Nk L n 4 L n 4
Wk roHM inor o1 1 2 1 kil r M 1(-K)
= c 1 — e 1 — el —— e |1- |1 — |
k! L n d L n 4 L n d L n L n d
Der Grenzwert fir 'n -> «', bei dem 'p' proportional zu '1/n' gegen NULL geh t,
ergibt:
1 Kk U
n(k,n) = lim B_k(n,u/n) = *p e
n-> o0 k!
Dabei wurde die Gegenwahrscheinlichkeit '1-p/n" auf '1' genahert. Die Formel
findet also nur fur kleine 'p' eine sinnvolle Anwen dung.
2.) Gesamtwahrscheinlichkeit fir unendlich viele W iederholungen:
Soeben ist der Grenzwert einer unendlich groRen Ver teilung berechnet worden.
Die Gesamtwahrscheinlichkeit nimmt dadurch den Wert "1 ' an.
Allgemein ergeben sich Probleme, falls man '1* ' flr 'n -> «' perechnen soll.
Dies liegt daran, dal3 im allgemeinen Fall die '1's elbst bereits ein Grenzwert
fur 'n -> «' sein kann.
Hier in der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist das abe r nicht der Fall. Darum
rechnet man formal mathematisch die Gesamtwahrschei nlichkeit fur unendlich
viele Wiederholungen so, dal3 man setzt:
n
Iiml =lim1=1
n-> oo n-> oo
Die Normierung bleibt also auch im mathematischen G renzfall (mef3technisch nicht

prufbar!) erhalten. Ausnahmen (siehe spater) bestat igen diese Regel.
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3.) Mittelwert und Varianz der Poissonverteilung:

Hier ist es nur sinnvoll, nach dem Erwartungswert f
das mit der verschwindenden Wahrscheinlichkeit 'p'

oo

e T T

e = “

L k!

k=0

Analog folgt: o
_ — Wk -p
< k2> = k2 = > k2 )

L k!

k=0

Die Varianz berechnet man so:

o2= <( o_k)2>=<(k-k)2_>=<k2>-<2-k-k>+<k>2=
Diese Rechnung ist in der angegebenen Weise mdglich
als Konstante betrachten kann und deshalb aus der M

Also: o= (‘nepeq fir'n ->

4.) Anwendung der Poissonverteilung:

Die Gesamtwahrscheinlichkeit der Poissonverteilung
Reihe fur die Exponentialfunktion '1'. Als Anwendun

die numerische Berechnung der Exponentialfunktion i
sche Auswertung beim Erwartungswert 'p « n = u' beg

Weitere Anwendungen finden sich, wenn 'p' proportio
und 'n' sehr grof3 wird. In solchen Fallen ist zwar
Binomial-Verteilung moglich, aber meist nicht so ei
Verteilung.

Interessant ist hierbei, daf? bei dieser Abschatzung
das Ereignis 'p' 'k'-mal anzutreffen, bei konstante
bleibt, obwohl 'n" unendlich groR3 wird und 'p' dadu

Es war mir bisher nicht moglich, die Poisson-Vertei
rZufallsexperiments
‘N = 27n', der bei der Binomial-Verteilung auftauch
Beispiel einbauen soll.

Die Schwierigkeit einer physikalischen Herleitung |
der Rechnung eine passende Interpretation zu finden
einer physikalischen Betrachtung ist dagegen eher s

Ur das Ereignis zu fragen,
auftritt:

(nep forn-> )

<ke> - (kp

, weil man den Faktor 'k’
ittelungssumme ziehen darf.

«<'und’'q->1"

betragt aufgrund der Taylor-
g der Poissonverteilung ist
nteressant, da die numeri=
innen kann.

nal zu '1/n' gegen '0' geht
auch eine Berechnung der
nfach wie die Poisson-

die Wahrscheinlichkeit,
r Teilchendichte endlich
rch gegen '0' geht.

lung als Verteilung eines

" zu verstehen, da ich (noch?) nicht weil3, wo ich de n Term

t, bei dem hier betrachteten

iegt fir mich oft darin, zu
. Die mathematische Seite
o eine Art "Handwerk .
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I DIE NORMAL-VERTEI
I (GAUSS-GLOCKE

IL

LUNG

1.) Motivation:

Fir sehr groRe Zahlen ist die Suche nach einer allg
interessant, die das Verhalten der Binomialkoeffizi
sinnvoll wiedergibt. Hier hilft der Weg Uber die Po

ter, sondern man muf3 leider schon die Binomial-Vert
nen, um auf diese Weise das allgemeine Verhalten de
nachvollziehen zu kénnen.

2.) Das Verhalten der Binomialverteilung fir grof3e

Man wahlt fur die beiden Einzel-Wahrscheinlichkeite
'q', damit der Vergleich mit vielen Lehrbiichern ein

Zur Berechnung der Binomial-Koeffizienten benotigt
um die Fakultaten abschéatzen zu kénnen:

n
n! x| —
e

Dabei gilt: 1

12« (n+%)
Fur genligend groRRe 'n' kann 'w(n)" als '0' angenomm
Der Erwartungswert von 'K’ fur 'B_k(n,p)" ist siche

Darstellung halt man nun diesen fest und untersucht
nomial-Verteilung 'B_k(n,p)' fir unendlich groRe 'n

< w(n) <

emeinen Verteilungsfunktion
enten fUr sehr groRe Zahlen
isson-Verteilung nicht wei=
eilung ungenéahert durchrech=
r Verteilung fir groBe 'n'

Zahlen:

n die Bezeichnung 'p' und

facher fallt.

man die Stirlingsche Formel,

1
12 +n
en werden.

r bei 'pen’ zu finden.

Zur

, welchen Grenzwert die Bi=
"und 'k = pen' besitzt:

n ———— PN Qe pen gen
rnN g pnagen ne\ | 20 men e ee q 1
N -
L pen d n pen pen gen gen

eep °en Qg °n « 2

Diese Binomialverteilung B_k(n,p) kann man sich ans
Diffusion unendlich vieler Teilchen vorstellen, die
le 'pen' salBen. Dal nach unendlich langer Zeit ('n
vorhanden ist (Hier: Uberall ist die Wahrscheinlich
fen, NULL), verwundert nicht. Die Gesamtwahrscheinl
allerdings wieder '1":
n 2 o0
lim = B _k(n,%%) = =1
n-> « k=0 2 oo

1
emens\ | peq \

| 2¢ meo?

chaulich als die getaktete
anfangs alle an einer Stel=
-> ') eine Gleichverteilung
keit, noch etwas anzutref=

ichkeit ist und bleibt

hier!

[

©e0]
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3.) Veranschaulichung der getakteten Diffusion:

Es sei noch darauf hingewiesen, dal3 bei der hier du
getakteten Diffusion eine STETIGE Verteilungs-Funkt
die durch permanentes Teilen eines Wirfels mit Flac

In dem hier angedeuteten Beispiel gilt:

k= 0
Umskalierung: 0
k= 0 1
Umskalierung: 5 0 Y%
i
k= 0 1 2
Umskalierung: -1 -% 0 %

Es ist sicher méglich, sich anhand dieses Beispiels
samtflache bei jeder Verfeinerung der Teilungen kon
rend die Binomial-Verteilung selbst die totale Glei

ten anstrebt, die NULL sind.

Nach dieser Betrachtung wundert man sich schon, dal3
Gaul3-Glocke anstelle der Gleichverteilung als Grenz

herauskommen soll.

Gleichzeitig stort es sehr, dal’ die so betrachtete
im Prinzip Uber Dreiecks-Zerstiickelung in eine stet

kann, sténdig ihre Form &ndert.

Man sucht nun also eine Hilfs-Skalierung, mit deren
oberen Grenzkurve konstant bleibt und gleichzeitig

teilung sinnvoll erhalten bleibt.

rchgefuhrten Betrachtung der
ion betrachtet werden kann,
he '1' entstehen kann:

q="%

-r—-
o

4

Q9 o

r—
x
JR——
=~
e
=

|t |

~ N
JR—

>

o

>

klar zu machen, dafl die Ge=
stant auf '1' bleibt, wah=
chverteilung mit lauter Wer=

in den Lehrblichern die
fall der Binomial-Verteilung

Verteilungs-Folge, die man
ige Funktion Uberflhren

Hilfe die Flache unter der
die Form der Binomial-Ver=

Seite 10 von 21
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4.) Skalierung fur sinnvolles Mitverfolgen der Ver

Nun ist auch sofort klar, wie man die Binomialverte

- Statt 'B_k(n,p)' tragt man etwas, das pro
' a*B_Kk(n,p)' ist, als Ordinate auf. Als Proportionali
faktor wahlt man aus Vorsicht den Faktor
schlieRlich sein, da die Gesamt-Normieru
Ubergang nicht fur jedes beliebige 'v' er

Es qilt: \

Um den Erwartungswert mitverfolgen zu kén
Auftragung vom Erwartungswert nach Moglic
szisse 'x = 0' setzen. Dies geschieht dad
setzt: _

x=k-k=k-pen

Fir 'k = p » n* ergibt sich dadurch der W
Man kann auch bei den Kl6tzchen-Bildern i
nachprtfen, dal3 auf diese Weise etwas Sin

Die Normierung soll gleichzeitig als kons
Darstellung erhalten bleiben, so dal3 man

feinerung von 'B_k(n,p)":

ilung skalieren kann:

protional zu

tats=
'v'. Es kann ja
ng durch den Grenz=
halten bleibt.

nen, muf3 man die
hkeit auf die Ab=
urch, dalk man

ert'x = 0"
m letzten Abschnitt
nvolles herauskommt.

tante Flache der
X' noch durch

Ve o(n) teilen mu3:
k-k Kk - pen
X = =
Ve ° 1
vel | pegen

. I |
'X' lauft in etwa von -ve\ | nep/q bis +ve\

durch. Das gilt vor allem flr grof3e 'n'.

Da 'k' in Spriingen von ganzen Zahlen erfo
kleine Sprunge. Der Abstand '

1
| nea/p

Igt, macht auch 'x'

ax' zwischen zwei Spriingen be=

tragt:
k+1-pen-(k-pn) 1 1
ax = = =
Ve o Ve o ]
Vel | nepeq
- Fur'n-> «' geht' ox' gegen NULL, und der Definitionsbereich von

‘X' geht schlief3lich von '- ' bis '+

stetige Funktion 'f(x)", die fur alle ree

Um an der Stelle 'x' die Binomial-Verteil
kénnen, muld man also

k =[ve g*X + pen + %]
als Argument der Binomialverteilung tberg
Funktion sorgt dafir, dafd 'k’ richtig auf
wird. Fur besonders grol3e 'n' ist die Gau
nachlassigbar, und es bleibt stehen:

k Ve

Alternativ kann man auch 'k’ als Kontinuu
so eine stetige Interpolationskurve fur '
auf einem endlichen (!) Intervall.

~
~

GeX + pen

~'. Man erhalt also eine

llen 'x' erklart ist.
ung ausrechnen zu
eben. Die GauB3-Klammer-

ganze Zahlen gerundet
3-Klammer-Rundung ver=

m diskutieren und erhalt
B_k(n,p)' und 'n < o'



Seminar.__ 2.rtf © Norbert Sudland Seite 12 von 21

5.) Die Gauliglocke als Grenzfall der Binomial-Verte ilung:
Im Grenzfall 'n-> «' erhalt man eine stetige Funktion 'f(x)' im Interv all
I(' %, °°)I:
r n 7 pentve  o°X Qen-ve a*X
f(x) = lim B_k(n,p)eve V(nepeq) = lim | [*p q . oV
n-> o0 n-> w L pen + ve o*x 4
Das sieht doch sehr hiibsch aus. Mit der Stirlingsch en Formel (alle beteiligten
Fakultaten wachsen fir 'n-> «' zU sehr groRen Werten!) sollte nun eigentlich die

heil3 ersehnte Gau3glocke herauskommen:

pen + ve o*X Qen-ve a*X —
nlep °q o\ |poq-n oy
f(x) = lim
n-> o0 (pen + oevex ) e (gen - oevex )!
n | — p'n o*VeX Q'n - o*VeX | —
n e\ |20 °n op op oq oq o\ |poqon LAY
=lim .
n-> e n r 7PN r Ve oX 1
e |[pen+ oovex | ¢ [pen+ oevex | o\ | 2 me(pn+ aeVeX)
L J L J
pen geveX Qen - aeVvex
e ee e e
e lim
n-> e r 70N r 77 O°VeX | 1
|gen -  oevex | o [gen -  oevex | o\ | 2 me(gen- aevex)
L J L J
In den Klammern kann man jeweils 'n' intern ausklam mern und dann noch etwas
durchkirzen. Der Term* oevex/n -> 0' geht zwar fur 'n-> «'nach '0’', kann jedoch
nicht einfach weggelassen werden, solange der Expon ent der Klammer nach « geht.
In diesem Fall muf3 man also '1* «' ordentlich als Grenzwert berechnen. Lediglich
die Wurzeln (konstanter Exponent '/2'") lassen sich a uf diese Weise kiirzen. Der
Beweis, dal3 man beliebige Grenzwerte in beliebige F unktionen, die auf einem be=
liebigen Intervall stetig sind, hineinziehen kann, wird flr Interessierte im

Anhang geliefert.
Es bleibt also stehen:

o*X

gen
p.q.n - o.p.v.x

f(x) = lim .
n-> w  \(2¢ m)

o°VeX o°VeX

1

|
pegen + aeqgevex |
d

S ——|

r
|

©
|
L

I |
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Die ersten beiden Klammer-Ausdriicke kdnnen analog b

nea
o°VeX

o°VeX nea

I
|
=Y
I+

azt

[ =
e —— |

n

Die beiden ersten Klammern kann man also schlief3lic

'"1' zusammenkuirzen, obwohl hier bereits ' o=
o*VexX + o*vex O

e —e =1

Auf die '1' ware man mdglicherweise auch durch Symm
Die letzte Klammer kann man zunachst mit '
' o-> ' statt 'n-> «' petrachten:

ehandelt werden und ergeben:

-Nea

1
| -( aeVeX)
| >
|
J
h und endlich doch noch zu
' gilt:

etrie-Uberlegungen gekommen.

o' durchkirzen und dann den Grenzwert

r 7 O°VeX
v |  o-vexep |
f(x) = lim < | |
o>« (2¢ n) | o+ vexeq |
L J
r 7 O°VeX
% | o+ Vvegex - vegeX - vepex |
= lim —_ |
o> (2¢ m) | o + Veqex |
L J
\ r XeV bl o*VeX
=lim . 1-
o>« \(2¢ n) L o + gexev 4
r 1 O°X*V -X2e\/2
v | X2e\s2 | vee
=lim —— | 1- | = _—
o->  (2¢ m) | rVvexeq 1 V(2* m)
| oweve |1+ ——— | |
L L o 1
Nun steht in den Lehrbichern die Formel:
_1/2.X2
e
V(2¢ n)

Es wird nun noch eine Aufgabe sein, tber die Normie
'v' so zu bestimmen, dalR die Gesamtflache unter der
wird.

rungsbedingung den Wert von
resultierenden Kurve '1'

Seite 13 von 21
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6.) Der Ubergang von der Summe zum Integral:

Um den Grenzwert der Binomialverteilung bei unendli cher Verfeinerung zu ermog=
lichen, wurde ja 've o°B_k(n,p)' betrachtet. Jetzt kennt man das Ergebnis und
kann mitverfolgen, wie eine Summe Uber eine diskret e Verteilung in ein Integral

Uber eine Dichteverteilung Uberfuhrt wird:

Bisher kann man schreiben:

-\/2ex2 -V 2ex2
? vee e
B_k(n,p) = =
V(2o m)eve o o+ (2¢ n)
Solange 'n' endlich bleibt, bleibt auch o' endlich. In diesem Zusammenhang
mul3 man irgendwie vergessen, dal’ die Exponential-Fu nktion nur far 'n-> ' und
damit auch ' o-> ' herauskommt, damit man sich nicht allzu sehr wund ert.
Der Wert' ax=1/( o*x) strebt fur' o-> «' gegen 'dx'. Wenn man nun die Summe
Uber die Binomial-Verteilungen in ein Integral Uber 'dx' umschreibt, so bleibt
die Normierung NICHT erhalten. Das hat man bei Gren zwerten nie so richtig im
Griff. Das ist also die angekindigte Ausnahme zu de r Regel vom Erhalt der Nor=
mierung im Grenzibergang 'n-> «' (Oder hab' ich mich verrechnet ?).
Eine Alternative, wie man vielleicht mit dem Proble m klar kommt, besteht darin,
dal man postuliert:
ax ->dx /v
In einem solchen Fall ist fir 'v = V%' alles in Ordnung. Es wére nun leider
aber nicht mehr mdglich, die Form der Gauf3-Glocke b eliebig zu modifizieren, da
der 'v'-Faktor ja dann nicht mehr beliebig ist. Als o ist auch das eitel und Ha=
schen nach Wind (Ansatzfehler kénnen selten durch P ostulate gerettet werden).
AuRerdem kdnnte man sich noch tberlegen, ob ' ox' nicht gegen das Differential
einer noch unbekannten Funktion 'g(n(x))' strebt, w odurch man Uber ein Riemann-
Stieltjes-Integral wieder Land sehen kénnte, falls die Funktion 'g(n(x))' be=
kannt ware. Leider kenne ich diese Funktion nicht u nd kann sie auch nicht her=
leiten.
Das Problem der Normierung l6st sich erst nach eine r Rucksubstitution fir 'x":
r k-nep 12
-\/2ex2 !. o Jl
Vee e
B_k(n,p) = =
V(@2e n)eve o o+ V(2 n)
Im Grenzfall ' o-> ' ergibt der Exponent fiir 'k % nep' den Wert '- «2' wahrend
der Term '1/ o' das Ergebnis nochmals durch* ' teilt und damit sicher zu NULL
macht (Man kénnte zur Verdeutlichung auch "0/ « " schreiben).
Es ist nun mathematisch unméglich (Das Integral Ube r die Gauliglocke ist nicht
allgemein l6sbar!), die Normierung fir endliche Gre nzen zu Uberprifen.
Man konnte zwar 'k' als Kontinuum wéahlen und auf di ese Weise Uber 'dk’ die Fla=
che fur unendliche Grenzen als richtig normiert hin biegen. Das Problem liegt
jedoch darin, daf3 unendliche Grenzen stets mit ' o=='identisch sind. Ist ' o'
endlich, bleiben auch die Integrationsgrenzen der rKontinuums-Diffusion " end=
lich.
Bei unendlichen Integrationsgrenzen fehlt der Fakto r' ~2'bzw. die Findung
eines moglichen Rechenfehlers (Ich habe ihn 2 Woche n lang gesucht und nicht
gefunden), um die Normierung zu befriedigen.
Insgesamt scheint es zur Beschreibung einer Binomia I-Verteilung sehr seltsam

Zu sein, von '- ' bis '+ «' ZU integrieren.
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7.) Das Ergebnis hei3t GLEICHVERTEILUNG statt GAUS

Bei Grenzwerten sollte man insgesamt konsequent ble
fir unendlich grof3e 'n' und damit fur unendlich gro
ergibt aber ein unendlich groRes 'n' eine derart pe
auler fur den Wert 'k = pen' keine noch so grof3e en
man mit der GauRglocke multipliziert, die Gleichver

Die Berechnung der Momente der Wahrscheinlichkeits-
ein Integral Uber eine nicht normierte

und nicht Uber 'dx’) und das Ergebnis bleibt '0'. M
nicht durch Integration tGber die Gaul3-Glocke, sonde

werts 'n->  «' fUr ein bekanntes Moment der Binomial-Verteilung.

Die Berechnung des 1.Moments wird vollkommen sinnlo
2.Moments erhélt man zwar '0', dies ist jedoch ohne
telwert bzw. Erwartungswert (1.Moment!) die Aussage
All diese Eigenschaften sind Eigenschaften der voll

Man kann sich also generell merken:
s W\

|

|| Jede Verteilung, die auf unabhéngigen Wahrsch
|| strebt fir gro3e Wiederholungszahlen die Glei

AVAAWWWAAAWWNNWWNNNNNNN--///7/ 77711
Dieses Ergebnis weicht erheblich von dem ab, was di
ist bisher noch in keinem Lehrbuch der Statistik, w

Gaskinetik unter dem Stichwort "Entropie " zu finden.

Ein weiteres Ergebnis sollte zu denken geben:

Fur kleine 'n' liegt es nahe, einen Faktor /%' im E
zuerfinden, damit die Normierbarkeit des Integrals
sehr grofRe 'n' kdnnte dagegen beim Differential der

Es scheint also recht aussichtslos zu sein, eine al
zung von Binomial-Verteilungen oder Binomial-Koeffi
Glocke ist jedenfalls nicht sehr geeignet.

Es gibt hierzu sicherlich noch viele mégliche Forsc
lationsformel fir unabhangige Wahrscheinlichkeits-V

So nach dem ersten Anschein sehen z.B. folgende Fun
sin?(x)
cos(x)
X2
\ /
|

ergibt eine sehr schéne Glo

Diese Funktionen berlcksichtigen, dal3 die Verteilun

eine endliche Ausdehnung hat. Zur Beschreibung von
besser geeignet als die GaulR-Glocke, die vor allem
verteilung sehr Uberzeugend prasentiert.

Auch Lorentz-Kurven oder beliebige Kombinationen vo
tionen " mit Funktionen, die auf einem endlichen Intervall
zierbar beschrankt werden kénnen, kénnten als geeig
nen.

Der Gedanke an eine standardisierte Normalverteilun
mial-Verteilungen global zusammenfaf3t, ist dadurch

S-GLOCKE:

iben: Die GauR-Glocke kommt
Re' o' heraus. Gleichzeitig
rfekte Gleichverteilung, daf3
dliche Potenz von 'n', die
teilung andern kann.
Verteilung ergibt also stets

"3 "-Funktion (Integriert wird Gber 'dk'’

an erhalt die Momente also
rn durch Bildung des Grenz=

s. Bei der Berechnung des

Aussage, solange der Mit=
"Uberall " liefert.

kommenen Gleichverteilung.

AT

I
einlichkeiten basiert, ||
chverteilung an. I

i
e Lehrbuicher berichten. Es
ohl aber in Lehrbiichern der

xponenten der Glocke dazu=
gewahrleistet bleibt. Flur
Faktor'  ~2'fehlen.

Igemeine Formel zur Abschét=
zienten zu finden. Die Gaul3-

hungs-Ansatze, eine Interpo=
erteilungen zu formulieren.

ktionen recht gut aus:

cke innerhalb der 1.Periode

g fur endliche 'n" auch nur
Diffusion sind sie sicher
den Grenzfall der Gleich=

n irgendwelchen "Hut-Funk=
stetig und differen=
nete Interpolation erschei=

g, die ALLE mdglichen Bino=
wieder in die Ferne gerickt.
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8.) Warum hat man so lange an einen Rechenfehler ge glaubt ?

Diese Frage kann ich nicht beantworten. Ich will le diglich die Rechenfehler in

der roffiziellen " Herleitung der Gauf3glocke lokalisieren, die da lau tet:
Ausgehend von der Poisson-Verteilung wahit man die logarithmische
Darstellung der Faktoren und erhélt Summand en. AnschlieRend wird
der Logarithmus in Summanden entwickelt und abgeschétzt bis zur
Fehlerordnung "~-%2 . Das Ergebnis wird anschlieBend wieder zum

Argument der Exponential-Funktion.

Eine Alternativ-Losung geht von der Binomial-Vertei lung aus und schéatzt wiede=
rum in der logarithmischen Darstellung die Summande n bis zur Fehlerordnung
"% " ab.
Diese Rechnungen sind alle sehr plausibel. Am Schlu 3 steht die Formel da:

|r k- n°p -i 2

L N2e o 4

e
B_k(n,p) %
o+ (2¢ n)

Die Tatsache, daf3 man diese Formel nur fur ' o-> ' erhdlt, wird nicht erwahnt.
Dafur erfahrt man nach genauerem Hinsehen, daf3 es a uch Varianten in der Herlei=
tung gibt, die von einer "Abschatzung flr grof3e »n« " reden.
Trotzdem wird das viel interessantere Ergebnis des Grenzwerts verschwiegen. Wie
ich in einer Vorbesprechung erfuhr, entstammt die H erleitung der Gaul3-Glocke
der rGenialitat " des Laplace und darf daher zunéachst nicht von Stud enten der
Universitat Ulm hinterfragt werden. Schlief3lich bek am ich jedoch die Genehmi=
gung, die hier vorgefundenen Probleme darstellen zu dirfen. (Es gibt immer noch

freundliche Leute in Ulm).

Und ich armer Depp hatte schon geglaubt, ei nen Rechenfehler
gefunden zu haben, weil ich den Grenzwert h alt zu Ende gedacht
hatte...????
Das Problem der Nicht-Normierbarkeit, das ich bei d er exakteren Grenzwertbil=
dung hatte, fallt bei der "genialen " (Zitat) Herleitung des Laplace nicht auf.
Ich hétte dieses Problem der Nicht-Normierbarkeit d agegen als Indiz gewertet,
dal die Gaul3glocke das Verhalten der Binomial-Verte ilung nur sehr maRig be=
schreibt. Auch die Diskrepanz zwischen Theorie und Rechen-Experiment, wie ich
sie im Sommer 1992 schon einmal vorfand, hatte ich darauf zurtickgefuhrt.
Ich halte auRerdem auch die Diskussion der mdégliche n Aproximationen an die Bi=
nomial-Verteilung fir interessant, selbst wenn irge ndwann einmal jemand einen
Rechenfehler in meiner Grenzwert-Berechnung festges tellt haben sollte.
Von Eindeutigkeit oder gar Trivialitat bezlglich di eser Thematik kann ich nicht
reden. Dagegen scheint die Quadratur des Kreises ei n Vierzeiler zu sein (Ein

Physiker ist ja nicht so dumm, daR er sich auf Zirk el und Lineal beschrénkt).
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I 1l
I DER ZENTRALE GRENZW ERTSATZ: I

IL ]|

Wie er nicht in den Lehrblichern zu finden ist:

Als Grenzwert der zurechtgebogenen Binomial-Verteil ung werde nun also die nor=
mierbare Gau3-Glocke der Form
[
L o2
e
f(x) =
V(2¢ n)e o
definiert. Damit sind alle Probleme der Herleitung "erledigt ". Die  "Standard-
Normalverteilung " hat auf3erdem den Wert ' o = 1'zu haben.
Mit etwas Bronstein oder durch elementare Rechnung kann man nun die Momente
der Verteilung wie folgt berechnen:
oo _]/20)(2
_ [ xee ungerade
X = | _ e dx 0
| N@e m) Funktion!
oo -lhex2
. [ x2ee 2
X2 = | ———————edx= o2-x =1
| N@e m)
Nun habe man mehrere dieser Standard-Normalverteilu ngen mit Mittelwert '0" und
Varianz '1' vorliegen. Wie man dazu kommt, ist mir herzlich egal, solange die
Frage nicht geklart ist, welchen physikalischen Sin n man der Skalierungs-Ver=
zerrung zur Herleitung der Gaul3-Glocke beimessen so Il. Die Rucksubstutition
fuhrte bei mir stets zu einer Gleichverteilung, die genauso wie die &-Funktion
als Grenzfall beliebig vieler Funktionen diskutiert werden kann.
Der Mittelwert dieser so definierten Verteilungen i st sicher auch wieder eine
Gaul3-Glocke mit Mittelwert '0' und Varianz '1'. Ans chaulich macht man sich das
an besten grafisch klar:
Die Addition dieser Kurven ergibt eine Gaul3 -Glocke, die um den
Faktor 'N' Gberhdht ist. Fir das arithmetis che Mittel teilt man
wieder durch den Faktor 'N' und kann tber d as Ergebnis nachdenken.
Im Gbrigen kann man diesen Satz auch fur den Mittel wert von Gleichverteilungen

abwandeln.

P.S.: Ich finde die neuen 10 DM - Scheine immer no ch sehr hiibsch.
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I
I NACHRUF:

IL

]|

Als Ergebnis dieser Auseinandersetzung sei festgeha
tischen Physik immer wieder das Phanomen gibt, daf?
schaftlichen Linie
Ulm diskutiert werden diirfen (Uber andere Universit
Aussage). Das Erfreuliche an der Sache ist, dal} man
schon noch das Darstellen von ungewdhnlichen Ansétz

Geduld und Ausdauer des Seminar-Betreuers Schoendor

menhang einer ausdricklichen Anerkennung.

Nach der hiermit vorgestellten Ausarbeitung ist nun
der Gaul3-Glocke zu Grabe zu tragen. Falls jemand hi
eben die Meinungs- und Forschungs-Freiheit an der U
handen " gewertet werden.

Es ist schon aus methodischen und didaktischen Griin

Iten, dalR es in der Theore=
von der sogenannten "wissen=

n abweichende Uberlegungen zunéchst nicht an der Uni versitat

aten erlaube ich mir keine
als Student schlieRRlich

en genehmigt bekommt. Die
ff bedarf in diesem Zusam=

der Absolutheits-Anspruch
er anderer Meinung ist, muR3
ni als "de facto nicht vor=

den héchst uneinsichtig, wa=

rum man immer nur "richtige " Ergebnisse und Aussagen prasentieren soll.

Uber Richtigkeit eines physikalischen Ansatzes kann
unterschiedlicher Meinung sein, ohne daf3 dies die p
Mitleidenschatft zieht.

Als Student behalte ich mir das Recht auf Irrtum un
zierte Auskunft Gber Denk-, Ansatz- und Rechenfehle
ich fir meine Arbeit ja schliel3lich kein Geld.

Falls sich meine schlimmen Beflirchtungen nicht entk
umfassenden Revision folgender physikalischer Fachb
net werden:
- Der Gaul3-Glocken-Ansatz von Schrddinger u
anderen Begriindung als durch unabhangige
- Die Thermodynamik sollte wieder mehr phan
tistisch interpretiert werden. Dadurch k6
den Naturgesetze finden, die bislang fur
tistik gehalten wurden. Es gibt schlief3li
die eine Glocke zu ergeben scheinen. Ob e

man sicher auch lange Jahre
hysikalische Forschung in

d auch auf fachlich qualifi=
r vor. Im Gegenzug verlange

raften lassen, kann mit der
ereiche und Theorien gerech=

nd Born bedarf einer
Wahrscheinlichkeit.
omenologisch als sta=

nnte man unter Umstan=
einen Effekt der Sta=

ch eine Menge Messungen,
s immer die Gaul3-Glocke

sein mul3, kdnnte man von Fall zu Fall tbe rlegen.
- Die "Forschung " in der Theoretischen Physik sollte auf den Bereich
"Lehre " ausgedehnt werden, da immer wieder gute Theoretike r das

Problem haben, die Anfragen von Interessi
verstehen. Auch eine gesunde Sammlung von
Anséatzen gehort an und fur sich zum Forsc
Ein guter Lehrer sollte schliel3lich immer

dote erzahlen kénnen. Auch nach Anekdoten
es nicht immer dieselben sind.

- Die Gutglaubigkeit gegenliber mathematisch
immer wieder in Frage gestellt werden. Di
plizierter als bloR ein biRchen Mathemati

Eine umfassende Revision der Physik wiirde sicher ke
wohl aber deren Interpretation. In vielen Bereichen
offen lassen kdnnen. So etwas wiirde das Betriebskli
vieler Firmen erheblich verbessern. Physiker sind d

erten Uberhaupt nicht zu
Irrwegen und nichtigen
hungsbereich "Lehre .
'mal wieder eine Anek=
muf man forschen, damit

en Betrachtungen sollte

e Physik ist viel kom=

k.

ine Mel3ergebnisse andern,

mufd man einfach auch Fragen

ma der Universitat und auch

aflr bekannt, dal3 sie "stur "

sind und "Recht haben " - sie haben den Umgang mit Menschen ja auch nie ge lernt.

Fiar Anregungen und Veréanderungsvorschlage aller Art
das Gespréch mit jeweils Andersdenkenden.

bin ich dankbar. Ich liebe
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I 1l
| ANHANG: EIGENSCHAFT DES GRENZWERTS: I
IL

]|

Der rAllgemeine " Grenzwertsatz:

Nun sollte man zumindest auch noch zeigen kénnen, d ald jeder Limes (dazu gehoéren
auch Differentiale oder Integrale) in eine stetige Funktion hineingezogen wer=
den kann (Das Intervall darf abgeschlossen oder off en sein!):
Sei 'f(x)' stetige Funktion auf einem reellen Inter vall 'l', d.h.:
| f(x+ 5(€))-f(x) | £€ fur alle 5(e) < 35(€ 0
mit:  'x’  Funktionswert auf 'l
' &' Abweichung von 'x' auf Intervall 'I'
mit 5->0 fir €->0
' €' beliebig kleine, gerade noch positive (reelle ) Zahl.
Nun bleibt zu zeigen: r 1
lim f(y) =f | limy | firalle x, A auf |
y->X Ly->x 4
Falls 'x' nicht am Rand des Definitionsbereichs lie gt, ist der Fall selbstre=
dend erledigt (Setze ' 5( €)' als Element der Limes-Folge an).
Im Randbereich der Stetigkeit muf3 man aufpassen, da 3 die Limes-Folge den zuge=

lassenen Stetigkeitsbereich nicht verlafit.

Dies erreicht man durch Definition einer neuen Folg e 'z’ statt'y' mit demsel=
ben Grenzwert X' :

Es galt: | y(n) - x | < € furalle n 2n_0( €)

<=> | | y(n)-x | +Xx-X < € furalle n 2n_0( €)

<=> | z(n) - x | < € furalle n 2n_0( €)
'z(n)" ist hier sicher eine Folge, die stet s groRer als 'x' ist.

Alternative:

<= | - | y(n)-x | | < € fur alle n 2n_0( €)

<=> | - | y(n)-x | +Xx-X < € fur alle n 2n_0( €)

<=> | z(n) - x | < € fur alle n 2n_0( €)
'z(n)" ist hier sicher eine Folge, die stet s kleiner als 'x' ist.

Damit ist gezeigt, dal sich jede Limes-Folge in ein e stetige Funktion hinein=

ziehen laft, falls die Funktion im Wertebereich des Limes und im Grenzwert

selbst stetig ist.

Dieser Beweis ist in der Physik vor allem dann inte ressant, wenn Differential

und Integral vertauscht werden sollen. Da man die S tetigkeit aller meRRbaren

GroRRen in der Physik voraussetzt (dies laf3t sich ni cht mit mathematischen Defi=

nitionen "beweisen ", da es hier um Messung geht), muR man beim Vertaus chen von

Differential und Integral eigentlich nur dann aufpa ssen, wenn unter dem Inte=

gral eine &-Funktion auftaucht.
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Ir ~ 1l
| ANHANG B: NACHTRAGLICHE RECHNUNGEN I
IL

]|

Herkunft des Faktors 'Y2' in der Glockenfunktion, w oraus die Normierbarkeit

erhalten bleibt:

r qpen r 1Q°n
| P | | q |
| | | | —+ 1
| agexXeVv | | o*X*V |
| p+ | | d- |
L n | L n |
r 71-Pen r 1-0°n
| aeXeV | | aeXeV |
bzw.: |1+ —— | . | 1- | == 1
| pen | | gn |
L L d
Dies soll nun gezeigt werden. Eine Klarung dieser S chwachstelle erfolgte am
30. 6.1993 nach erneutem Gebet durch Gottes Gite mi t folgender Substitution:
Setze: p=%-f q= Y%+ f
Damit folgt: r 7 nef
| r XV 1|
. en |1 ———— ||
| geXeV 1T oeXeV 1 | L ne(ef) 4
| |1+ ——— 1 ——— [ | ] |
| L nes 1L e 4] T oxv |
g . |1 —— ]
| L e I
L J
\ [\ /
| |
Term_1 Term_2
Term_1 ergibt nach Umformungen:
r -2
| o°XeV o°XeV o2ex2e\2 |
| 1- + - |
| ne(Y2+f)  ne(*2-f)  nenepeq | Es gibt: a2=nepeq
L 4 (siehe oben)
r 7-Y2en
| ooxsve[ -(Ya-f) + (Ya+f) ] x2ev2 |
= | 1+ - |
| ne(Va-2) n |
L d
r 1Y
| r r o'X'V'Z'f 1 1 n |
| | | - ———————————— + x22 ||
|| L v-P o
= | | 1- |
|| |
|| n ||
| b 4
L d
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r X2ev2 gexevef 1
+ | - |
L 2 Ya -2 4
=> limTerm_1=e
n-> oo
Term_2 ergibt nach Umformungen:
r aXeV aXeV aXeV 1 nef
1+ - + |
| ne(¥o-f)  ne(Yo+f)  ne(Ya+f) |
| |
| o°XeV |
| 1 - |
L ne(Y2+f) 4
r aXeV aXeV 1 nef r 1 1
| + | | +
| ne(Y2-f)  ne(Ya+f) | | B-f Y+f
= | 1+ | = | 1+
| XV | | n 1
| 1- | | -
L ne(Y2+f) 4 L oxev Y+ f
Damit folgt fur 'n -> o'
r 1 bl n'f r geXeV bl
| |+ — |f
| 1, - f2 | L 1, f d
lim | 1+ | =e
n-> = | rl 1 1
| ne | - ||
L L o*Xe*V no(l/2+f) J J
\ /
I
>0
Damit ergibt sich als Grenzwert von Term_1 und Term _2:
r X2ev2 aexevef 1 oexevef
+ | - |+ ———
L 2 Ya-1f2 4 Ya-f2 +laex2ey?
lim Term_1e«Term 2=e =e
n-> o
Daraus folgt schlieR3lich:
_]/2.)(2. V2
vee
f(x) = lim B_k(n,p)eve o=
n-> o V(2¢ n)

Dieses Ergebnis erhélt die Normierung auch im Grenz
Klarheit bezuglich der Erhaltung einer Normierung i

Die Rucksubstitution von X' fihrt schlieZlich -wie
Gleichverteilung, bei der die normierte Einzelwahrs

k n-k
lim B_k(n,p)=Ilim pe(1-p) -
n-> o n-> oo

Diesgiltfur'O<p<1'und'O<k<n+1'firr

fall, so daR wieder viel
m Grenzwert herrscht.

schon gezeigt- auf die
cheinlichkeit verschwindet:

T(n+1)

I(p+l)+  T(n-p+l)

eellwertige 'n','p' und 'K'.

S S—— |

nef



