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| 5.1. Impulssatz

m 5.1.1. Erstes Newtonsches Axiom

= 5.1.1.1. Wiederholung

Ein unbeschleunigter Korper beharrt im Zustand seiner geradlinigen Bewegung
oder befindet sich in Ruhe.

= 5.1.1.2. Schwerpunktsatz

Gasformiger Korper: viele Einzelteile mit Schwerpunkt S:

2 Zy:lm" ;“ . fffp[x, v, zl shx, v, zZldxdydz

S = - == 5.1
D=1 My J[[plx, y, 2ldxdydz
Bei unbeschleunigtem System: Schwerpunktsatz:
Der Schwerpunkt eines unbeschleunigten Systems beharrt im Zustand
seiner geradlinigen Bewegung oder befindet sich in Ruhe.
Geschwindigkeit u = —‘?5— des Schwerpunkts mit 3,, == a; t" :
N n - N
-5 08 ZH:1m" Vu fffp[x, v, zZlvlx, y, Zldxdydz (52)
i == —— == == .
ot Zha=1my [[[plx. y. ddxdydz

. - . . . . nd .
Bei Gas: u sehr viel kleiner als die einzelnen v ,, da vektorielle Summe.
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= 5.1.1.3. Impulssatz

Impulserhaltungssatz aus (5.2):

D my v, = konst. (5.3)
u=1

m 5.1.2. Stossgesetze

= 5.1.2.1. Vollplastischer Stoss
Beispiel: Schrotflinte auf Holzblock.

Geschwindigkeit nach dem Stoss: # (hier: Schwerpunktgeschwindigkeit):

Dimyve=u ) m, (5.4)
pu=1 u=1

"Verletzung" des Energiesatzes, also Ergdnzung durch Verformungsarbeit AW > 0:
m,v u
§ S = N AW (5.5)

m 5.1.2.2. Vollelastischer Zweierstoss
Geschwindigkeiten nach dem Stoss: Zﬂ
Energiesatz und Impulssatz gelten, also 2 Gleichungen fiir 2 Unbekannte u1 und u;:
My vy + My vy == my Uy + my iy
1 2 2 1 2 2

5 (ml VvV +my Vz) == E (ml up +nmy Mz)

Umformung nach Hering et al. ((HMS2004], Abschnitt 2.7.2, Seite 53):

nt (;1 - Zl) = —my (;2 - Zz) (56)
52 52 52 52
ml—>(V1 : ul)—>:: _:nz (V2 ) uzl - - - (57)
~ m (vl—ul)(v1+u1)== —mz(Vz—uz)(V2+u2)
(5.6) in (5.7):
mp (;1 _Zl)(;l —;2 == —(;t)l —Zz)) (58)

Die Relativgeschwindigkeiten kehren sich also um.
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Jetzt Auflosung nach z.B. uy:
Teilergebnis[1] = Solve[vy — v, == —(uy — u3), u,] // Flatten
{uy > upg —vi +v2}

(5.8)in (5.6):

Teilergebnis[2] = Solve[m; (v — uy) == —m; (v, — u;) /. Teilergebnis[1], u,] // Flatten // Simplify

my(2vy —v2) +my vy
fuz > }
my +my

Riicksubstitution:

Teilergebnis[3] = Teilergebnis[1] /. Teilergebnis[2] // Simplify

myvy —my (vi —2p)
fur > }

my +myp
Scharfer Blick mit

mivy+myvy
Schwerpunktgeschwindigkeit = {# » ————

mi+my
mip vy +mp vy
fuo ———"—|
mp +mp
- - -
uy=2u—-v
i N (5.9
Ur=2u—vy

Probe:

uy == 2u —v; /. Teilergebnis[3] /. Schwerpunktgeschwindigkeit
% (| Simplify

myvy—my (Vi —2vy) +2(m1V1+m2V2)

my +myp mp +mp
True

uy == 2u — v, /. Teilergebnis[2] /. Schwerpunktgeschwindigkeit
% (| Simplify

== -V +
mp +my my +myp

m; 2vy—va) +my vy 2(my vy +myvy)

True

m 5.1.2.3. Realer Stoss

Weiterer scharfer Blick zur Zusammenfassung mit Stossparameter €:
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> S>> 5.10
by =i e(i =) (
Probe Impulssatz:
n n
- - - -
my vy == my(u+e(u=-v,)
u=1 u=1
Fiir jedes € gilt:
n n
= Zmyvﬂ ——uZmﬂ
p=1 u=1
Also wahre Aussage fiir
Du=1My Vy
u == m
Z# =1 m/l

Energiesatz wird fiir 0 < € < 1 angepasst mit AW = 0:

n _>2 n _,2
my v, my u,
E = E +AW
> > 5.11)
u=1 n=1

(5.10) in (5.11) ergibt (Ubungsaufgabe!):

32
u

n 52 n
m,v m
AW = (1-€) E %—E 5 (5.12)
u=1 n=1

Gleiche Formel (bis auf Druckfehler!) wie (5.12) fiir » == 2 bei Hering et al. ((HMS2004], Abschnitt 2.7.3., Formel
(2-90), Seite 56). Bei Stocker ([St61998], Abschnitt 2.6.4, Seite 71) steht die Formel (5.12) noch nicht.

Zum Vergleich mit der Literatur:

n 2 n 2
m,v m,u mivy+myv
a-é&) E ”2” - E ”2 [ {n > 2,u > ——— 22 J/ Simplify
p=1 p=1

mp+my

(—1+€)ymymy (v — )

2 (my +my)

m 5.1.2.4. Vertiefte Heuristik
Formel (5.10) ermoglicht vertiefte Heuristik:

Geschwindigkeiten vor dem Stoss:
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Geschwindigkeiten nach dem Stoss:
Uy =u—e€(~u+v,)=u+e(-v,)
Fiir € == 1: Totalreflexion am gemeinsamen Schwerpunkt:
- - - -

uﬂ—uzzu—vﬂ

Konsequenz: Selbst Teilchen der Masse m = 0 erfahren eine Reflexion nach den Stossgesetzen (Explizite Rechnung
von Hand fiir Zweierstoss unter Vermeidung eines Teilens oder Multiplizierens mit m == 0: 4 Seiten DIN A 4). Dann ist
u die Geschwindigkeit der reflektierenden Wand, vgl. Tischtennis.

= 5.1.2.5. Historischer Trugschluss
Nach den hier hergeleiteten Stossgesetzen léasst sich auch Licht am bewegten Spiegel beschleunigen oder abbremsen!

Fazit: Michelson-Interferometer zum Nachweis des Lichtithers funktioniert nicht, da nach der Reflexion am Strahlteiler
oder Einlenkspiegel isotrope Verhiltnisse zu erwarten sind.

Merke: Die Einsteinsche Relativitiitstheorie ist eine mogliche, aber nicht zwingende Theorie.

Zwingende Schlussfolgerungen sind Merkmal der Kantschen Philosophie und veranlassten Einstein zur Schaffung einer
(nicht: der) Relativitétstheorie.

Fazit: "Heute weiss man" und "hier folgt zwingend" hat keinen Sinn in der Physik: Zu einem messbaren Sachverhalt

sind immer mehrere verschiedene Theorien moglich.

Wichtig: Die Physik ist eine Baustelle: Betreten auf eigene Gefahr!

m 5.2. Anwendungen

m 5.2.1. Raketengleichung

= 5.2.1.1. RiickstoBprinzip
Rakete: Materieteilchen in vorgegebene Richtung iiber lingeren Zeitraum abschiessen.

Gesamtimpuls von Rakete und ausgesto3enen Teilchen bleibt konstant, so dal Rakete durch ausstrémende Stiitzmasse
Riickstof erfahrt. = Beschleunigung.

m 5.2.1.2. Beispiel Mondrakete Saturn V

Daten der Mondrakete Saturn V (vgl. [HMS2004], Tabelle 2-4, Seite 46; dhnlich bei [St61998], Abschnitt 2.7.1, Seite
73):

Startmasse my 2.9kt

Leermasse mjee, 0.82 kt
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BrennschluB3zeit ¢z 160 s

Relativgeschwindigkeit v, | 2.6 k—;“—

Massenstrom 8, m[ ] 13 £
Schub FSchub 34 MN

R

Also 13 ¢ Wasserdampf mit v = 2.6 5—:“—- aus Brennkammer (Schallgeschwindigkeit in Luft: ~ 340 1:’-).

= 5.2.1.3. Raketengleichung
Herleitung der Raketengleichung (vgl. [HMS2004], Abschnitt 2.5.3., Seite 45—47):

Zeitliche Anderung des Impulses ergibt folgende Bilanz:

Off[General::spell]
Impulsbilanz = ((m + Am) (v + Av) — vy Am) —mv // ExpandAll

vAm+mAv + AmAv — Am vy

Bei Am steht v + Av — vy == v, also Relativgeschwindigkeit von Rakete und ausstromender Stiitzmasse. vy kann als
zeitlich konstant angesehen werden.

Daraus Newtonsche Kraftbilanz:

Impulsbilanz
Kraftbilanz = A— [.{vr > v+ Av —v.q} // ExpandAll
t

mAv  Amvy
+
At At

Nur formal dhnlich mit:
O, (m[t]vItD
v[t] m'[t] + m[] V'[¢]
Ubergang At — 0 ergibt Raketengleichung:
Raketengleichung[1] = Kraftbilanz == —m g /. {m - m[t], Am —» Atm'[t], Av - Atv'[f]}
vee ' [1] + ml1] V'[1] == —g m[1]
Dabei beschreibt —m '[f] v die Schubkraft auf die Rakete.
Auflosung nach Beschleunigung a[t] == v '[£] ergibt (vgl. [HMS2004], Formel (2-58), Seite 46):

Raketengleichung[2] =
Solve[Raketengleichung[1], v'[¢]] /. {Rule - Equal} // Flatten // First // ExpandAll

Veel (1]

V[t ==-g - il
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Weitere realistische Annahme: Massenstrom m'[f] sei konstant. Damit ergibt sich die zeitlich veridnderliche
Raketenmasse m[t]:

Raketenmasse = DSolve[{m '[f] == —M, m[0] == mO0}, m|[¢], ¢] // Flatten

{m[t] > m0 — M t}
Dadurch:

Raketengleichung[3] = Raketengleichung[2] /. {m'[¢t] » —M} /. Raketenmasse

M vy

,t::— 4+ —
Vi & m0—-Mt

= 5.2.1.4. Raketengleichung nach Ziolkowski
Integration iiber d'¢:

Raketenergebnis[1] =
b
Solve| f #dt & /@ Raketengleichung[3], v[1]] /. {a_Log[b_] — a_Log[c_] :» a Log[— |} // Flatten //
0 c
Simplify

m0

{V[[] - —gt+ LOg[m

| veer + v{O1}

Dies ist Raketengleichung von Ziolkowski (vgl. [HMS2004], Formel (2-60), Seite 46).
Probe:

Raketengleichung[3] /. {vies = vrel, v - Function @@ {{¢}, v[f] /. Raketenergebnis[1] /. v, — vrel}}

True

m 5.2.1.5. Steighohe

Weitere Integration iiber d't ergibt Steighthe s[¢]:
Raketenergebnis[2] = Simplify[ f‘ Evaluate[v[¢f] /. Raketenergebnis[1]] clt] /
0

b
{a_Log[b_] +c_Log[d_] > a Log[:i-] /; Simplify[a + ¢ == 0]}

Integrate::gener : Unable to check convergence

g7 , (M- m0Logl 0]+ M t Log[ 20— 1) vy

_ mO0-M t ]

2 M

tv[0]

= 5.2.1.6. Schaubild

Vergleich mit und ohne Ortsfaktor g ergibt:
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$DefaultFont = {"'Times", 12.};
Raketenergebnis[2] I # & @ (g, 0}/
. - @ .
1000 "m" & &

"t" " \AJ " \AJ

{M - 13 —, m0 - 2900'"t", g - 10 > Vel = 2600 —, >t "'s'", v[0] - 0} // Simplify
S S

IIS"

2#-2
Plot|Evaluate[ %], {t, 0, 160}, PlotStyle - (Hue[ 3 |& /@ Range[S]),
t h[t
AxesLabel —» {"—", "i”}];
[s] [km]
! 520 580 131 L _ 2900 1 13 2900 + 131 L __ 20
=300 © 01+ (- +_5_) 0g[2900—13t]’§( £+(=2900+131) 0g[2900—13r])}
h[t]
[km]
200
150
100
50
t

25 50 75 100 125 150 sl

Ilustration, dass ohne Fallbeschleunigung geringerer Schub nétig, denn 200 km in 160 s ist zu schnell. Beschleunigung
der Astronauten beim Start: gerade noch vom Organismus verkraftet.

m 5.2.1.7. Fliegende Zigarre
Startgeschwindigkeit v[0] liefert entscheidenden Beitrag in

Raketenergebnis[2] // ExpandAll

0
8 r mO Log[ rr_1 1 Ve
5 1 Vel — ;‘";)M’ +tL0g[

mt
w07 et

Deshalb inzwischen (2004) Rakete fiir Privatleute gebaut und getestet, die mit Diisenflugzeug auf Startgeschwindigkeit
v[0] in grosser Hohe gebracht wird. Dadurch erheblich weniger Gewicht als bei Mondrakete Saturn V, Reichweite auch
geringer.

Spitzname "fliegende Zigarre" wegen eigenartiger Form der Rakete.
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m 5.2.2. Fallzeit einer Kugel

m 5.2.2.1. Fallzeit

Freier Fall aus Hohe h,,:

2
n

4
Solve[h,, == —2—, t,,]
Fallzeit = {RuleDelayed @@ {¢, , ¢, /. Last[%1}}

V2 Vi, V2 Vi,
{{ - —‘-\/g—}’ {tn > _—\/E—}}

L V2 Vh

{tnf : \/g

}

m 5.2.2.2. Differenzengleichung

Reduktion der Fallhohe aus folgender Differenzengleichung:
Differenzengleichung = h,,,; == f h,
hisn == f hy

Gewohnliche homogene Differenzengleichung erster Ordnung (vgl. Zinsgleichung).

Losung durch Verhiltnisbildung mit Ergénzung des Exponenten:

hn+1
hy,

— f1+n—n (5.13)

Also folgt Hauptlosung:
Hauptlosung = {h,, > hy "}
{hn_ ho f"}

Probe (Teil 1):

Differenzengleichung /. Hauptlosung

True

Probe (Teil 2): Hauptlosung: moglichst wenig Periodizitit:
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$DefaultFont = {"'Times", 12.};

h, 1
/. Hauptlosung /. {ho -1'"m", f - _}],

m

Plot[Evaluate[

(8]

h,
[m]

"}

n
{n, 0, 10}, PlotStyle > Hue[0], AxesLabel —» {"ﬁ", "

Merke:

Allgemeine Losung einer linearen Differenzengleichung

ist Hauptlosung mal beliebige Periodizitdt.
Also hier mit P[n + 1] == P[n]:

Losung[allgemein] = {RuleDelayed @@ {h,_, h, (1 + P[n]) /. Hauptlosung}}
Periode[allgemein] = {P[n + _Integer] :» P[n]}

{hn_= f" (1 + P[n]) ho}
{P[n + _Integer] -» P[n]}

Differenzengleichung /. Losung[allgemein]
% |. Periode[allgemein]

A+ P[1+n) hg == £ (1 + P[n]) hy

True

Auch Differenzengleichungen der Zinsrechnung nur mit Hauptlosung sinnvoll!

m 5.2.2.3. Gesamtzeit
Nun ist Fallzeit bekannt:

Fallzeit /. Hauptlosung

(- V2 Vho £ o "\
) Ve

Erste Fallzeit gesondert betrachten, danach Zeit zwischen zwei Stossen: 2¢,.

Die Summe von N Stossen ergibt:

N
Gesamtzeit[Formel] = ¢, + Z Evaluate[2 7, /. Fallzeit /. Hauptlosung]

n=1

N

2V2 Vg
0r ) 2R v—

n=1
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= 5.2.2.4. Geometrische Reihe
Das ist geometrische Reihe der Art:
N
Z a" b¥" |/ PowerExpand // Simplify
n=0
a1+N _ b1+N
a->b
Motivation durch folgende Teleskopsumme:
N N N
(a _ b) Z a" bN—n — Z arH—l bN—n _ Z a" bN—n+1
n=0 n=0 n=0
Indexverschiebung g = n + 1 in erster Summe:
N N
__ N+1 u 3 N—p+1 n g N-n+l1 N+1
=aq + ab - a'b -b
Indexverschiebung y — n bestitigt Teleskopsumme:
N
(a=b) ) a" bV =gV - pN*! (5.14)
n=0
Spezialfalla - ¢q, b > 1:
(1+q+q2+...qn)(1—q):: —g"*! (5.15)

Grenziibergang ¢" —» 0 fiirn - cound |¢q| < 1.

Auch bei Zinsrechnung gibt es geometrische Reihen!

m 5.2.2.5. Unendliche Reihe berechnen

Reihe muss bei n == 0 beginnen, also die erste Fallzeit von der Summe abziehen:

N
Gesamtzeit[Rechnen] = Gesamtzeit[Formel] = Z Evaluate[2 ¢, /. Fallzeit /. Hauptlosung] — ¢,
n=0
N
- 22 vV frh
—1o § Y=Y 0
n=0 \/E

Jetzt Anwendung der geometrischen Reihe:
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Gesamtzeit[Summe] = Gesamtzeit[Rechnen] /. Fallzeit // PowerExpand

_ﬁm N 2@(—1+f%+%)\/%
Ve (-1+VF)Ve

Grenziibergang N — oo fiir | f| < 1:
Gesamtzeit[Reihe] = Gesamtzeit[Summe] /. { f A - 0}
% [/ Simplify
B V2 Vh 2 V2 Vh
\/E (—1 + \/7 ) \/g

V2 (1+VF)Vhy
(-1+VF)Ve

Fiir f == 1 (Totalreflexion) dauert der Vorgang unendlich lange.

m 5.2.2.6. Bestimmung von % =f

Praxis: Gesamtzeit # messen, f und € ausrechnen:

Solvelt,, == Gesamtzeit[Reihe], f] // Flatten // Simplify
Limit[ f /. %, t,, & oo]
{2
%% |. Flatten[Solve[gTo == hy, hy|| // PowerExpand // Simplify

4n3-8V2 Vg h* tu +12ghg 2 - 42 g2\ hy 2, +g* 1,
5

s (—2ho+g12)

}

(t _too)2
{r-—=—=5
(t() + too)
m 5.2.2.7. Zusammenhang zwischen f und e:
Energiesatz:

2

myv;

Geschwindigkeit = {RuleDelayed @@ {vn_, Va /e Solve[

o> V2 Vg Vi, }

Stossgesetz:

==mgh,, v,,] // Flatten // Last}}
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Map|[Abs, Solve[v,.; ==u+ e —v,) /. {u - 0}, €] // Flatten, {2}] /. {Abs[e_] — €}
% [. Geschwindigkeit

{6 R Vitn }

Vn

5 N
Vhy

fe }

Wegen
Differenzengleichung
hitn == f hy

gilt: f == €

m 5.2.2.8. Zusammenfassung

Mit f == €* folgt also:

_ too_to
= (5.16)
__, (L1tE 5.17
too__to(l_e) ( )

m 5.3. Protokoll

Die Version von Mathematica lautet:

{$Version, $ReleaseNumber, $LicenseID}

{Microsoft Windows 3.0 (October 6, 1996), 0, 0}
Die Berechnungszeit betrug (in Sekunden):

TimeUsed[]

9.
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