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m 2.1. Wesentliche Eigenschaften

m 2.1.1. MeBbarkeit

= 2.1.1.1. Hinfiihrung
Krifte lassen sich nicht direkt messen. Lediglich ihre Wirkung 146t sich messen.

Dies verbliifft, da die menschlichen Korperteile so konstruiert sind, da die Belastung durch die Nerven

gespiirt werden kann.

m 2.1.1.2. Federkriifte

Am anschaulichsten lassen sich Krifte mit Hilfe von Federn messen. Dabei erzeugt die Feder eine Gegenkraft,
die in dem von Hooke untersuchten Bereich wie folgt ein lineares Kraft-Antwort-Gesetz besitzt:

-

AF=-DAs 2.1
Kommt das System zum Stillstand, so herrscht Krdftegleichgewicht.

Das einfachste Beispiel einer derartigen Messung ist der Fleischerhaken, mit dem die Kraft in Kilopond
gemessen wurde und heute in Newton gemessen wird, wobei die Gewichtskraft auf der Erde ausgenutzt wird.
Das Kilopond war so geeicht, dal 1kg Masse bei senkrechtem Hingen auf der Erdoberfliche die Kraft 1kp
erzeugte. An verschiedenen Orten auf der Erde ist die Gegenkraft der Feder allerdings leicht verschieden, was

bei der Eichung beriicksichtigt werden muf.

Auch moderne Waagen im Supermarkt arbeiten iiber den piezo-elektrischen Effekt, der gewisse Kristalle in die
Lage versetzt, bei Belastung eine elektrische Spannung aufzubauen. Die technische Bezeichnung dafiir ist
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Sensor. Auch Sensor-Waagen zeigen an verschiedenen Orten auf der Erde fiir das gleiche Gewicht
verschiedene Werte an.

= 2.1.1.3. Dynamische Kriifte

Wenn zu einer wirkenden Kraft keine Gegenkraft durch Verankerungen etc. erzeugt werden kann, so kommt es
zu einer Beschleunigung des Korpers, auf den die Kraft wirkt. Der Korper erzeugt wihrend des
Beschleunigungsvorgangs eine dynamische Gegenkraft, die zu der Grundaussage der Physik fiihrt, die Masse

sei trage.
Besonders beim Kugelstoen kann man sich von der Existenz der dynamischen Gegenkraft iiberzeugen.
Das zugehorige 1. Newtonsche Axiom (Zahlung nach Stocker [St61998], Abschnitt 2.1.2.1, Seite 34) lautet:

Ein unbeschleunigter Korper beharrt im Zustand seiner geradlinigen Bewegung
oder befindet sich in Ruhe.

Ein unbeschleunigtes Bezugssystem heilt Inertialsystem. Verschiedene Inertialsysteme konnen sich beziiglich
ihrer Relativgeschwindigkeiten voneinander unterscheiden. Die Erdoberfldche ist wegen der Erddrehung und
der Bewegung der Erde um die Sonne kein Inertialsystem. Ein Laborsystem auf der Erdoberfliche kann
allerdings gegebenenfalls durch ein zugehoriges Inertialsystem angenédhert werden, was dann die Berechnung

der Dynamik wesentlich erleichtert.

Die trige Masse 14t sich nur schwer dynamisch messen, da Beschleunigung durch ein Krifteungleichgewicht
zustandekommt. Fiir den freien Fall bedeutet dies, da3 die statische Erdanziehungskraft iiberall auf der
Fallstrecke bestimmt werden kann, aber die tatsdchlich wirkende dynamische Kraft aus dem Fallverhalten
berechnet werden muf. Ebenso 14t sich auf einem Fluf iiberall die Reibungskraft der Stromung statisch
ermitteln, aber die dynamisch wirkende Kraft bei der Beschleunigung durch das flieBende Wasser kann daraus
nicht gefolgert werden. Diese Problematik wird unter dem Stichwort geschwindigkeitsabhdngige Krdfte spiter
behandelt.

m 2.1.1.4. Einheit Newton

Das Einheitensystem wurde so aufgebaut, da3 die Proportionalititskonstante zwischen wirkender Kraft und
dem Produkt aus Masse und Beschleunigung genau Eins ist (2. Newtonsches Axiom, Zdhlung nach Stocker
[St61998], Abschnitt 2,1,2,2, Seite 35):

1—)7 3; a(m;) ov S 0m N —>:_ ﬁ (22)

Die letzten beiden Gleichheitszeichen in (2.2) gelten, wenn sich die Masse des Systems nicht dndert, also keine

Rakete beschrieben wird. Das Produkt aus Masse m und Geschwindigkeit v wird Impuls ; genannt (Einheit:
kgm

— == s).

Zu dem Symbol F (force) gesellt sich dadurch die Einheit 1 N (Newton), die den Betrag des Kraftvektors
angibt:
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Die dynamische Grundgleichung (2.2) ist die Ursache dafiir, dal dynamische Gleichungen in der Physik

mindestens Differentialgleichungen sind.

= 2.1.1.5. Ortsfaktoren

Die Ortsfaktoren geben an, wie grof3 die Fallbeschleunigung § (gravity acceleration) an einem bestimmten Ort
der Erde ist. Fur Mitteleuropa (45° Nord, O0m 1i.NN.) gilt an der Erdoberfliche etwa folgender Wert
([St61998], Abschnitt 5.1.1.5., Seite 124):

|| =9.80665 = 24
g - 7 sz ( . )
Mit Hilfe des Ortsfaktors konnen Kilopond (und auch kg) in Newton umgerechnet werden.

Der Ort mit der niedrigsten Fallbeschleunigung auf der Erdoberfliche ist der Gipfel des Chimborazo (6310 m
.NN.) in Equador, da dieser Punkt am weitesten vom Erdmittelpunkt entfernt ist.

m 2.1.2. Superposition

m 2.1.2.1. Vektorielle Addition

Werden zwei Krifte addiert, so erfolgt die vektorielle Addition, die durch das Aneinandersetzen der
entsprechenden Vektorpfeile stattfindet.

In der Koordinaten-Schreibweise der Vektoren muf} jede der drei Raumrichtungen beziiglich der Kraftanteile

getrennt addiert werden.

Vektoren und Krifte hingen sehr stark miteinander zusammen, so dafl auch eine Verschiebung von Kriften
tiber Seile etc. beschrieben werden kann.

m 2.1.2.2. D'Alembertsches Prinzip

Nach d'Alembert stellt die Massentrigheitskraft des beschleunigten Korpers stets das Kriftegleichgewicht mit
der Umgebung her. Der beschleunigte Korper selbst spiirt die beschleunigende Kraft nicht.

Ein recht eindriickliches Beispiel hierzu ist die Schwerelosigkeit innerhalb eines frei fallenden Korpers.
Aufziige und Seilbahnen diirfen daher nicht mit Fallbeschleunigung beschleunigen, da dann meBtechnisch nicht

festgestellt werden kann, ob das Tragseil tiberhaupt noch hilt.

Besonders deutlich wird die Verantwortung der Ingenieure bei der Seilbahn an der Aiguille du Midi (sprich:
"Equidimi") in der Mont-Blanc-Gruppe: Der Algorithmus ist so ausgetiiftelt, da die senkrecht in die Tiefe
fahrende Gondel kurz nach dem Start noch einmal nach oben fihrt, wodurch das Tragseil gespannt wird. Im
Umkehrpunkt der Bahnfahrt wirkt auf das Tragseil (und die Fahrgiste) die stirkste Kraft wihrend der
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gesamten Tour. Wenn jetzt UnregelméBigkeiten (als durch entsprechende Schwingungen meBbare Seilrisse)
vorkommen, so kann die Gondel vor einem Absturz bewahrt werden, indem das Notaus die weitere Bewegung
der Gondel sperrt. Alle Fahrgiste wissen vor dem endlosen Abtauchen in die Tiefe, daf} das Seil hilt.

= 2.1.2.3. Dynamik der Gegenkraft

Nach Newton (3. Newtonsches Axiom, Zihlung nach Stocker [St61998], Abschnitt 2.1.2.4, Seite 37) ist der
Betrag der Gegenkraft stets so grof3 wie die bewirkende Kraft:

actio == reactio 2.5)

Eine Aussage, nach welcher Zeit die Gegenkraft aufgebaut ist, ist damit noch nicht vorhanden. Bei genaueren
Betrachtungen stellt sich heraus, daf} die grote Geschwindigkeit, mit der sich Krifte (mechanische Signale) in
einem Korper ausbreiten konnen, durch die jeweilige Schallgeschwindigkeit (mechanische
Signalausbreitungsgeschwindigkeit) festgelegt ist.

Ein Bergseil besitzt aus diesem Grunde einen federweichen Kern und einen maschenartigen Mantel. Der
federweiche Kern garantiert einen groen Abfangweg und damit geringe Bremsbeschleunigung, wihrend der
Mantel besonders im gespannten Zustand eine schnelle Kraftiibertragung und somit einen schnellen Aufbau der
Gegenkraft bewirkt. Der schnelle Aufbau der Gegenkraft ist notig, damit sich das ganze Seil an jeder einzelnen
Zwischenstelle dehnt. Beim Straffen des Seils erhoht sich die zugehorige Schallgeschwindigkeit im Seilmantel,

wodurch stehende Seilwellen vollig vermieden werden.

Eine Feder, die durch eine herunterfallende Masse gedehnt wird, turnt mehrfach auf und ab und leiert viel

schneller aus als ein Bergseil. AuB3erdem ist der Gewichtsunterschied erheblich.

Eine mathematische Beschreibung der durch die Schallgeschwindigkeit verzogerten Gegenkraft ist noch
Forschungsneuland und sicher sehr lohnend.

m 2.1.2.4. Statische Niherung

Firr die Statik erfolgt der Aufbau der Gegenkraft so schnell, da3 entsprechende dynamische Effekte
vernachléssigt werden konnen. Es gilt dann in Strenge das zugehorige Newtonsche Axiom (2.5). Krifte sind in
der Statik grundsitzlich wunabhdngig von der Geschwindigkeit. Das vereinfacht die mathematische
Beschreibung des Phianomens erheblich.

Die oftmals angefiihrte Behauptung, das d'Alembertsche Prinzip reduziere jede Dynamik auf ein statisches

Kriftegleichgewicht, ist somit unsachlich.

m 2.1.2.5. Zugspannung im Seil

Ein Seil iibertrigt nur Zugspannungen (also Zugkrifte je Querschnitt), aber keine Druckspannung. Wird das
Seil iiber den Hookeschen Bereich hinaus gedehnt, so reifit es nicht gleich, sondern leiert zuerst aus, was
bedeutet, dafl die Ruhelage des Seils verschoben wird. Fiir den Ingenieur aussagekriftig sind daher sogenannte
Spannungs-Dehnungs-Diagramme, die in der Regel das statische Gegenkraftverhalten bei entsprechender

Normdehnung aufzeigen.
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Spannungs-Dehnungs-Kurven fiir Hochgeschwindigkeits-Zugpriifungen weichen von den statischen Spannungs-
Dehnungs-Kurven ab. Verschiedene Firmen bemiihen sich um die mathematische Beschreibung und die
zugehorige Versuchsauswertung, wobei auch Forschungsneuland vorhanden ist.

Da bei derartigen Versuchen nichts einfach proportional ist, muf3 darauf geachtet werden, daB3 schlechte
Verkiufer eventuell mehr Bruchdehnung versprechen als das Material tatsdchlich halt.

m 2.1.2.6. Druckspannung im Stein

Mauersteine iibertagen in der Regel nur Druckspannung, aber keine Zugspannung. Aus diesem Grunde besitzt
ein fiir die Belastung optimierter Steinbogen in etwa eine Kriimmung, die einer Spiegelung einer

entsprechenden Seilkurve entspricht.

m 2.1.2.7. Horizontalkraft

Bei Hingebriicken spielt der resultierende Horizontalzug eine Rolle, bei Bogenbriicken der resultierende
Horizontaldruck. Die Fundamente einer Briicke miissen so ausgelegt sein, daf} sie vor allem die horizontalen
Krifte durch eine entsprechende Gegenkraft kompensieren.

m 2.1.2.8. Umleiten von Kriiften

Sowohl gothische Bogen als auch Seile sind in der Lage, Krifte und Spannungen auf die entsprechenden
Pfeiler (Bezeichnung bei Hingebriicken: Pylone) umzuleiten. Fiir die Statik entscheidend ist, daf} die
Resultierende der Krifte an keinem Punkt den zulédssigen Hochstwert {ibersteigt.

| 2.2. Grundlagen der Briickenstatik

m 2.2.1. Motivation

Bevor dynamische Gleichungen die Physik pridgen, ist es angebracht, einige Grundsitzlichkeiten der

Briickenstatik abzuhandeln, da dadurch das Hantieren mit Vektoren eingeiibt wird.

m 2.2.2. Bestimmung der Auflast

m 2.2.2.1. Motivation

Um eine statische Berechnung durchzufithren, mufl zunichst einmal die Auflast der Briicke an jedem Punkt, an

dem eine Stiitzstelle eingerichtet wird, festgelegt werden.
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m 2.2.2.2. Langendichte

Bei einer Fahrbahn, die etwa aus Stahltrigern und Teer aufgebaut ist, liegt das Gewicht pro Meter (in
Fahrtrichtung) sehr deutlich fest, z.B. 2 ;tl- Die zugehorige GroBe py ist eine Langendichte, wobei das Langen-
Integral iiber diese Dichte die zugehorige Masse ergibt, z.B.:

L vvtn
f pilxldx [ {pilx] - 2 ~—-}
0 m
2tL
m

m 2.2.2.3. Lage der Stiitzpunkte

Die Lage der Stiitzpunkte (Pfeiler oder Befestigung des Zugseils) wird durch geographische oder kiinstlerische
Gesichtspunkte festgelegt. Die Auflast mufl so bestimmt werden, daBl die maximale Last am entsprechenden
Stiitzpunkt bestimmt wird.

m 2.2.2.4. Hebelgesetz zur Bestimmung der Auflast

Liegt ein Korper auf mindestens zwei Stiitzpunkten auf, so verteilt sich seine Last auf dieselben nach dem
Hebelgesetz:

Das Produkt aus Kraft und Kraftarm ist beim unbewegten Hebel stets gleich.

Der Kraftarm steht dabei senkrecht zur Kraft und beginnt beim Drehpunkt ?D. Das Produkt aus Kraft und
Kraftarm wird als Drehmoment bezeichnet. Es geht durch das Vektor-Kreuzprodukt aus Kraftarm und Kraft
hervor ([St61998], Abschnitt 2.1.4., Seite 44):

-

M[ro]=(

— - 2

r—rD)XF[r] (2.6)

N
Dabei bildet die Richtung von M die Lage der Drehachse am Punkt 71), um die die Kraft am Ort r
(Ortsvektor, hier als Radius) das Drehmoment ausbildet und zwar so, dal die Finger der rechten Hand die

>
Drehrichtung angeben, wenn der Daumen in die Pfeilrichtung von M zeigt.

m 2.2.2.5. Kreuzprodukt von Vektoren

Die beiden Vektoren und das Ergebnis des Kreuzprodukts bilden zusammen ein Rechtssystem (Finger der
rechten Hand mit jeweils 90 ° gegeneinander, dann entspricht der Daumen dem ersten Vektor, der Zeigefinger
dem zweiten Vektor und der Mittelfinger dem Ergebnisvektor).

Die konkrete Rechenregel in karthesischer Komponentenschreibweise ergibt:
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<< Calculus’ VectorAnalysis
CrossProduct[{x1, y1, 21}, {x2, ¥2, 22}] // MatrixForm

Nty
X221 — X122

—X2 Y1 +X1 )2

Der Betrag des Kreuzprodukts axb ist gleich | a | . | b | -Sin[y], wobei ¥ den durch die Vektoren a und b

eingeschlossenen Winkel angibt.

m 2.2.2.6. Konkretes Beispiel
Fiir einen Balken zwischen zwei Stiitzpunkten ergibt dies:

<< Graphics Arrow"
$DefaultFont = {""Times", 10.};
SetOptions[Arrow, HeadScaling — Absolute];

1 1
Show|Graphics[{Line[{{0, 0}, {3, 0}}], Text["x", {0, —;}], Text["x", {2, ;}],
1 2
Text|"x,", {3, - ;}], Hue[g], Arrow[{2, 0}, {2, —1}], Hue[0],

1 2
Arrow[{O, 0}, {0, ;}], Arrow[{3, 0}, {3, 3}]}, AspectRatio - Automatic]];

X1 X2

Y

Das Gewicht bewirkt am Ort x ein Drehmoment um die Drehachse bei x;, das durch die Gegenkraft am Ort x;

ausgeglichen werden muB. Damit ist F, == =G ——-. Analog wird am Ort x; eine Gegenkraft Fj == -G ——2
X2—X1

X1—X2
erzeugt. Die Summe beider Gegenkrifte ist tatsdchlich:
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,Fz—)—G
X1 — X2 X2 — X1

X=X X —Xx1
Fi+F5/. (Hebelkrﬁfte ={F1 - -G ]

% [/ Simplify
G(x—x) G(x—-xp)

X1 — X2 —X1 + X

-G
Die Summe der Drehmomente um die Drehachse bei x ergibt:

(x1 — x) Fy + (x3 — x) F /. Hebelkriifte
% /] Simplify

_G(—x+x1)(x—x2) Gx—x1)(=x+x)

X1 — X2 —X1 + X

Somit resultiert tatsidchlich ein Stillstand. (q.e.d.)

m 2,2.2.7. Drei Auflagepunkte

Liegt ein Korper auf drei Punkten auf, so ist seine Lage eindeutig festgelegt, wihrend er bei mindestens vier
Auflagepunkten kippelt, falls die Auflagepunkte nicht vollig gleichméBig justiert sind. Beim Hausbau werden

aus diesem Grunde die Zwischendecken aus Beton gegossen.

Die Berechnung der Auflast fiir drei und mehr Stiitzpunkte erfolgt prinzipiell ebenfalls nach dem Hebelgesetz,
wobei nun allerdings die Verbindung je zweier benachbarter Stiitzpunkte eine Drehachse festlegt. Die genaue
Berechnung fiihrt auf komplizierte Terme und muf3 mit der notigen Sorgfalt und Proberechnung erfolgen.

m 2.2.3. Seilpolygon

m 2.2.3.1. Ausgangspunkt

Die Auflast an den Stiitzstellen und ihre Position liegen vor, die Betrachtung der Briicke kann auf eine
Raumdimension reduziert werden.

Die Verbindungsseile zwischen den Lastpunkten sind straff gespannt, so daf die Seilrichtung die Richtung der
wirkenden Zugkraft angibt.

beispiel[ll = {{1 "m"’ 2 "t"}’ {3 "m", 4 "t"}, {5 "m"’ 7 "t"}’ {7 "m", 5 "t"}, {10 "m"’ 2 "t"}}

{{m, 2t}, 3m, 4t}, {Sm, 7t}, {7Tm, 5t}, {10m, 2t}}
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m 2.2.3.2. Krifteplan
Ein Grundsatz in der Geometrie lautet:
Und kannst Du die Losung nicht finden, so mufst Du die Punkte verbinden.

Die genannten Gewichte werden nun alle aneinander gehingt, wobei gleich die Gewichtskrifte vektoriell
addiert werden:

beispiel[2] = —g # & /@ Last /@ beispiel[1] /. {g - (*%*)10 —2} /. {"t" - 1000 "kg"} /.
"Sll
{ . "KN" "S"Z }
" " _)
8 1000 ""m"

{—20kN, —40kN, —70kN, —50kN, —20kN}

beispiel[3] =
Prepend[Plus @@ # & /@ (Take[beispiel[2], #] & /@ Range[Length[beispiel[2]]]), 0]

{0, —20kN, —60 kN, —130kN, —180kN, —200 kN}

Bei Beriicksichtigung der Erdkriimmung miifite hier auch die jeweils lotrechte Richtung der Gewichtskrifte
beriicksichtigt werden. Insgesamt wird dann der Rechenaufwand sehr grof3.

Die ermittelten Krifte werden in Gruppen eingeteilt, die Beginn und Ende der zugehorigen Kraftpfeile
markieren:

beispiel[4] = Partition[beispiel[3], 2, 1]

{{0, =20 kN}, {=20 kN, —60 kN}, {—=60 kN, —130 kN}, {—130kN, —180kN}, {— 180 kN, —200 kN}}

Zu diesen Kriften wird nun der Horizontalzug H vektoriell addiert, der zur Veranschaulichung mit 100 kN
angesetzt wird. Daraus entsteht zunéchst folgender Krifteplan:

First[#]
" kN' Al

Last[#]
" kNl |

beispiel[5] = Graphics[Prepend[Arrow[{O,

}: {0,

2
}] & /@ beispiel[4], Hue[;]],

AspectRatio - Automatic];

#
beispiel[6] = Graphics[Prepend[Line[{{100, —100}, {0, —}}] & /@ beispiel[3], Hue[()]],

"kN"

AspectRatio —» Automatic];
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beispiel[7] = Show[beispiel[5], beispiel[6]];

Diese Skizze sagt folgendes aus:

e Die Kraftvektoren zwischen zwei benachbarten Aufhidngepunkten dndern sich vektoriell um den Betrag der
angehingten Gewichtskraft.

e Durch den Kriifteplan liegt fest, welche Krifte wo im Halteseil wirken.
o Der Horizontalzug ist fiir die gesamte Briicke eine Konstante und frei wihlbar.
o Die Lage der Authidngepunkte wird durch die Richtung der Kraftvektoren im Kréfteplan festgelegt:

Die Abstinde zwischen zwei benachbarten Aufthdngepunkten errechnen sich bei einer Gesamtlidnge der Briicke
von 12 m wie folgt:

beispiel[8] =
Last[#] — First[#] & /@ Partition[Append[Prepend[First /@ beispiel[1], 0], 12 '"'m"], 2, 1]

{m, 2m, 2m, 2m, 3m, 2m}
m 2.2.3.3. Seilpolygon

Der Beginn der Briicke sei am Ort {0, 0}. Dann entstehen folgende Richtungstangenten der Aufhingepunkte
unter Beriicksichtigung der noch frei wihlbaren Vertikalkraft V:
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beispiel[9] = MapThread|{First[#1], ——— #3) &,
piel[9] = Map [{Firsti), —or s #3}

{Prepend|[beispiel[1], {0, 0}], beispiel[3], beispiel[S]}]

{{O, mV } {m, m(20kN + V) }{ m, m (60kN + V) }

100 kKN SOKN SOKN

s m(130kN+V)} { 3m(18()kN+V)} { m(2()()kN+V)}}
SR T NI B G 100 KN S U TSN

Diese Richtungstangenten miissen unter Beriicksichtigung der Abstinde fiir die Aufhidngepunkte vektoriell
aneinander addiert werden, damit das Seilpolygon sichtbar wird:

beispiel[10] =

Prepend[Plus @@ # & /@ (Take[Last /@ beispiel[9], #] & /@ Range[Length[beispiel[9]]]), 0] //

Simplify
mV 1 3Vy m@32kN+V)

O oo 100 m(40-+ W) 20kN

Tm(OOKN+V) m@O6kN+V) mB40kN+3V)

100 kN ’ 10kN ’ 25kN }

beispiel[11] =

MapThread[{#1, #2} &, {Append[Prepend[First /@ beispiel[1], 0], 12 "'m''], beispiel[10]}]
{{0, 0}, {m, mV L {3m, LI (40 + ﬂ)}, {5m, m@2kN + V) ),

100kN 100 kN 20kN
7m (60kN + V) m (96 kN + V) m(340kN+3V)
7m oo P Hom =5 (1zm. N

Jetzt kann die Vertikalkraft so gewihlt werden, dal am Briickenendpunkt die gewiinschte Hohe erreicht wird:

beispiel[12] = Solve[Last[Last[beispiel[11]]] == 0, V] // Flatten

}

Damit liegen die Koordinaten des Seilpolygons fest:

340kN

[v--

beispiel[13] = beispiel[11] /. beispiel[12]
% || N
17m 61 m 56 m 26m
{10, 0}, {m, —?}, {3m, —=3m}, {5m, _T}’ {7m, —?}, {10m, —?}, {12m, 0}}

{{0, 0}, {m, —1.13333 m}, {3.m, —3. m}, {5.m, —4.06667 m)},
{7.m, —3.73333m}, {10.m, —1.73333m}, {12.m, 0}}
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beispiel[14] =
Partition[beispiel[13], 2, 1]

"

Show[Graphics[Line /@ , AspectRatio —» Automatic]];

"

m

Der dazu gehorende Krifteplan kann jetzt wie folgt erzeugt werden:
beispiel[15] = Graphics[

Prepend[Line[{{lOO, Evaluate[

KN /- beispiel[12]]}, {0, RN }}] & /@ beispiel[3],
Hue[0]], AspectRatio - Automatic|;

beispiel[16] = Show[beispiel[5], beispiel[15]];

Die Krifte des Krifteplans sind parallel zu den Kanten des Seilpolygons.
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m 2.2.3.4. Verallgemeinerungen

Ist der Horizontalzug negativ, so wandelt er sich in den Horizontaldruck (Vorsicht: Gemeint ist eine driickende
Kraft und nicht die physikalische Groe Druck!). Aus dem Seilpolygon wird dann ein Bogenpolygon, das die
optimierte Briickenform bei zu vernachlassigendem Gewicht des Briickenmaterials beschreibt.

m 2.2.4. Briickengleichung

m 2.2.4.1. Motivation

Besonders fiir Bogenkonstruktionen wird eine Briickenformel gesucht, nach der aus der zu erwartenden
Gewichtsverteilung die optimierte Bogenform resultiert. In der Literatur (z.B. [HT1956], § 87., Seite 128-130)
wird diese Formel unter dem Stichwort Differentialgleichung der Seilkurve abgehandelt.

m 2.2.4.2. Herleitung

Wie aus dem vorgefiihrten Rechenbeispiel ersichtlich, gilt fiir den Zuwachs der Vertikalkraft V folgender
Zusammenhang:

AV 0V[x]

= pl-g =

2.7
Ax ox @7

Der differentielle Zusammenhang folgt theoretisch als Grenziibergang aus unendlich vielen benachbarten
Stiitzpunkten.

AuBerdem ist das Verhéltnis von Horizontalkraft H zur Vertikalkraft V wie folgt als Tangens des
Neigungswinkels ¢ beschreibbar:

== Ta]‘][(p == —— == (28)

Die beiden Gleichungen (2.7) und (2.8) konnen wie folgt zusammengefal3t werden:

62
pilxl-g =1 220 2.9)
0x?
m 2.2.4.3. Einheitenkontrolle
Die Einheitenkontrolle ergibt:
kgm & ylx]
[oilx)- g1 = —— = [H ———] (2.10)

Die Einheitenkontrolle verhindert das Weiterschleppen von Formelfehlern.
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m 2.2.5. Kettenlinie

m 2.2.5.1. Ortsabhéngige Dichte

Besonders interessant wird diese Briickenformel, wenn die Langendichte p;[x] ihrerseits von der Briickenhthe
y[x] oder einer ihrer Ableitungen abhingt.

Ein Beispiel dazu ist die Kettenlinie, bei der ein Seil bekannter Linge durch das eigene Gewicht zwischen zwei
Auflagepunkten verteilt wird:

Das Seil wiegt je Meter dasselbe, aber dadurch nimmt das Gewicht in Abhdngigkeit von der Neigung

% == y'[x] proportional zu d's == Vdx2 + d y? == V 1+ y'[x]* dx zu:

Die ortsabhingige Dichte bekommt dadurch folgendes Aussehen:

pilx1 = pV 1+ y[x]* g 2.11)

m 2.2.5.2. Gleichung der Kettenlinie

Daraus resultiert folgende Gleichung fiir die Kettenlinie:

kettenliniengleichung = p, V 1+ y'[x]* g == H y"'[x]

gV 1+yx? ==Hy"[x]

m 2.2.5.3. Losung der Gleichung zur Kettenlinie

Es entsteht dadurch eine gewohnlliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in y[x], die in eine gewohnliche
Gleichung erster Ordnung substituiert werden kann und dann iiber die Trennung der Verinderlichen integriert
wird ([BrS1987], Abschnitt 1.1.3.3., Integral 192, Seite 46):
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kettenliniengleichung /. { y - Function[x, f z[x] dx]}
0
#
& /@ %
1+2z[x]

fx #dx & /@ %
cil
Solve[ %, z[x]] // Flatten

f’# dx & [@ First[%] /. {z » Function[x, y'[x]]}
0

g\ 1 +2x? == H Z[x]

H 7'[x]
gp == ——

1+ z[x]?

InverseFunction::ifun :
Warning: Inverse functions are being used. Values may be lost for multivalued inverses.

gxp;— g C[1] py == H ArcSinh[z[x]] — H ArcSinh[z[C[1]]]

H ArcSinh[z[C[1]]] + g xp; — g C[1] p;

x] = Sinh|
{alx] [ — I}
H Cosh[ H ArcSinh[y’[Z[l]]]—g Clilpi ] H Cosh[ H ArcSinh[y’[C[lghg xp—g Clllp ]
=y[0] + y[x] - - +
8 Pi 8 Pi

Etwas weniger kryptisch erscheint die Losung, die die Computeralgebra ebenfalls liefert:

kettenlinie = DSolve[kettenliniengleichung, y[x], x] // Flatten

}

H COSh[ g(X—i[[l])Pl ]
8 pi

{v[x] - C[2] +

m 2.2.5.4. Proberechnung
Die Probe hierzu ergibt:

kettenliniengleichung /. {y —» Function @@ {{x}, y[x] /. kettenlinie}}
% [/ Simplify // PowerExpand

— 2 _
g\/l +Sinh[§(_x_§“]ﬂ] o == gCosh[g—(x—fI—[lM]p,

True
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m 2.2.5.5. Festsetzung der Integrationskonstanten

Die beiden Integrationskonstanten konnen so gewihlt werden, dafl die Lage von Anfangs- und Endpunkt der
Kettenlinie festliegt, wihrend der Horizontalzug H so zu wihlen ist, da die Kettenlinie eine vorgegebene

Linge bekommt:

Solve[y[0] == 0 /. {y » Function @@ {{x}, y[x] /. kettenlinie}}, C[1]]
konstante[1] = First[ %]

Solve::ifun : Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

_8C2p
HArcCosh[ 7 ] }, {C[l] N
8 Pi 8P

}

H ArcCosh[— £Cllip

H ]}}

{{cr- -

H ArcCosh[— %]
8 pi

{cr1 - -

Die konkrete Bestimmung der Konstanten fiihrt hier auf eine transzendente Gleichung und ist nur mit groem
Aufwand eventuell noch analytisch losbar:

konstante[2] =
Solve[y[1] == 0 /. {y - Function @@ {{x}, y[x] /. kettenlinie /. konstante[1]}}, C[2]] //
Flatten // Simplify

Solve::tdep : The equations appear to involve transcendental
functions of the variables in an essentially non—algebraic way.

Solve::tdep : The equations appear to involve transcendental
functions of the variables in an essentially non—algebraic way.

H ArcCosh[—m]
+———H _p
8P

g(l
H Cosh[

Solve[C[2] + = - 0, C[2]]

8 P1

m 2,2.5.6. Nutzung der Symmetrie

Die Cosh-Funktion ist eine gerade Funktion, das heit: f[—x]== f[x]. Damit lassen sich die
Integrationskonstanten der Kettenlinie gezielt vereinfachen:

symmetriekettenlinie = kettenlinie /. {C[1] - 0, C[2] — 0}

}

H Cosh[ £2£4]

{v[x] -
8 Pi

Die Einheitenkontrolle ergibt fiir y[x] eine Liangeneinheit, wobei auch x eine Langeneinheit besitzen mulf:
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[ ]=—22 .12

m 2.2.5.7. Beriicksichtigung der Seilléinge L

Die Seilldnge berechnet sich wie folgt:

f\] 1+ y'[x]2 dx ==L /. {y - Function @@ {{x}, y[x] /. kettenlinie}}
0

% [/ PowerExpand

Integrate::gener : Unable to check convergence

H \/ Cosh[““‘f}”)p' ]2 Tanh[g(“‘f}”)p’] H / Cosh[gcslpz ]2 Tanh[gcg]p,]

+ ==1,
8P 8 pi

H Sll’lh[ 8(3_2[1])1)1 ] . H Sll’lh[ SCS]PI ]

_=L
8 Pi 8 Pi

Besser sicht das Ergebnis bei Nutzung der Symmetrie aus:

fﬂ V 1+y x> dx ==L /.{ y = Function @@ {{x}, y[x] /. symmetriekettenlinie}}
0

% [/ PowerExpand
Solve[ %, H]

Integrate::gener : Unable to check convergence

H / Cosh[ “££41> Tanh[ “££L 1

8 Pi

=L

H Sinh[“£2]
g P

Solve::tdep : The equations appear to involve transcendental
functions of the variables in an essentially non—algebraic way.

H Sinh[ <2~ i]p’ ]

Solve[ Py
i

==L, H|

Es bleibt auch bei Nutzung der Symmetrie eine transzendente Gleichung in H iibrig.
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m 2.2.5.8. Graphische Beispiele
Die Kettenlinie sieht folgendermalen aus:

$DefaultFont = {"'Times", 12.};

y[x] . " "
~—— /. kettenlinie /. {C[1] - 0, C[2] - 0, g - 10 =
m ”S”
llkg'! '!m'! llkg"
H - 10# ety 2l , XX "m"} & /@ Range[3]
ngn "m"

#
Plot[Evaluate[ %], {x, —2, 2}, PlotRange — All, PlotStyle - (Hue[g] & /@ Range[0, 2]],

AxesLabel > {[_"T vvy[_["]]."}];
m m

X X

{Coshlx], 2 Cosh| -], 3 Cosh[ = [}

yix]
[m]

3.5

2.5

\8}

L.5

X

-2 -1 1 2 [m]

Die Kettenlinie dhnelt einer Parabel, wenn der Horizontalzug entsprechend grof3 gewihlt wurde.

Wichst der Horizontalzug sehr stark, so wird real das verwendete Seil zu einer geraden Linie gespannt. Der
gespannte Zustand kann daran erkannt werden, dafl das gespannte Seil beim Zupfen einen Ton erzeugt. Bei der
hier durchgefiihrten Rechnung wurde die Erdkriimmung vernachlissigt, deshalb scheint diese gerade Linie

unmoglich zu sein.

m 2.2.5.9. Achsenbeschriftung

Alle physikalischen Schaubilder stellen die Maf3zahlen einer GroBe iiber den MaBizahlen einer ReferenzgroBe
dar. Die Achsenbeschriftungen sind daher stets durch einen Bruch zu kennzeichnen, dessen Zihler die
physikalische Grofe und dessen Nenner die zugehorige Einheit darstellt.

Besonders deutlich wird die Darstellung, wenn die Einheitensymbole gesammelt in einer eckigen Klammer
auftreten. Dies ist zwar nicht Vorschrift, aber trotzdem eine tibersichtliche Darstellungsform, da ohne eckige

Klammer eine Verwechslung der Grofle m (Masse) mit der Einheit Meter (m) auftreten kann, usw.
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Je nach Schulrichtung und Lehrmeinung gehen die Ansichten iiber ein zu zeichnendes Schaubild und seine
Achsenbeschriftung auseinander. Das betrifft vor allem die Einheiten-Vorsitze (Kilo, Giga, etc.), deren
Verwendung auch in der Achsenbeschriftung vorkommen darf. Dabei hat die Ubersichtlichkeit der Darstellung
Vorrang vor vermeintlichen Exaktheiten. Ein Schaubild ist zwar genau zu beschriften, erldutert aber vor allem
die Grofienordnung und den Verlauf einer Kurve. Die Achsen sind so zu skalieren, da3 Zahlen an den Achsen
stehen, die zur Ubersichtlichkeit beitragen.

m 2.2.6. Zusammenfassung und Ausblick

Es zeigt sich, daB bereits "einfache" statische Probleme zu mathematischen Ungeheuern aufgeblasen werden,

wenn die vorhandenen Gegebenheiten ernst genommen werden.

Bei statischen Berechnungen muf3 aufgrund der gemachten Vereinfachungen immer ein Sicherheitsfaktor
>> 1 angesetzt werden, damit das Gebidude auch bei ungeahnt groflen Belastungen (z.B. Erdbeben) noch

halten moge.
In der Baustatik wird der Einflul der Erdkriimmung normalerweise vernachléssigt.

@ Je filigraner und mutiger die Bauweise angesetzt wird, desto aufwendiger mufl die zugehorige statische
Berechnung erfolgen. Im Zweifelsfall sind mehrere dhnliche Ansitze parallel zu rechnen und miteinander zu

vergleichen.

m 2.3. Protokoll

Die Version von Mathematica lautet:

{$Version, $ReleaseNumber, $LicenselD}

{Microsoft Windows 3.0 (October 6, 1996), 0, 0}
Die Berechnungszeit betrug (in Sekunden):

TimeUsed[]

14.05
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